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Vorwort

Diese Abhandlung iiber die Theoretische Physik gliedert sich in eine abge-
rundete Einfiihrung und in eine Sammlung vertiefender Abschnitte. Beide
Teile haben ich der Tradition folgend in Mechanik, Elektrodynamik, Quan-
tentheorie und Thermodynamik unterteilt. Die Physik als ein stéindig wach-
sendes Wissensgebiet mit langer Tradition kann heutzutage nicht mehr umfas-
send dargestellt und studiert werden. Daher kommt es darauf an, wenigstens
die géngigen Methoden vorzufiihren. Zugleich wird versucht, diejenigen Ge-
gensténde aufzunehmen, die nach {ibereinstimmendem Versténdnis zur phy-
sikalischen Allgemeinbildung gehoren.

In der ersten Hilfte, der Einfithrung in die Theoretische Physik, ist der ma-
thematische Aufwand so klein wie moglich. Die theoretischen Grundlagen der
verschiedenen Gebiete werden ziigig entwickelt und dann anhand sorgfiltig
ausgewdhlter Beispiele vorgefiihrt.

Die ersten beiden Kapitel iiber Mechanik und Elektrodynamik gehéren zu-
sammen, sie stellen eine Einfithrung in die klassische Physik dar. Weder das
Plancksche Wirkungsquantum noch die Boltzmann-Konstante kommen darin
vor. Ohne grofles Aufheben wird die spezielle Relativitétstheorie entwickelt
und fiir die Losung der Bewegungsgleichung fiir geladene Teilchen im elek-
tromagnetischen Feld verwendet. Geladene Teilchen und Stréme geladener
Teilchen erzeugen aber auch das elektromagnetische Feld, fiir das wir gleich
zu Beginn die Maxwell-Gleichungen aus wenigen fundamentalen Prinzipien
herleiten.

Das dritte und vierte Kapitel gehoren ebenfalls zusammen. So wie man die
klassische Musik nach 1900 als 'modern’ bezeichnet, kénnte man auch von
moderner Physik reden. In Emissions- oder Absorptionsprozessen benehmen
sich Wellen als Teilchen, bei der Ausbreitung verhalten sich Teilchen wie Wel-
len. Das Plancksche Wirkungsquantum, der Proportionalititsfaktor zwischen
Wellenvektor und Impuls oder zwischen Kreisfrequenz und Energie, dominiert
die Theorie. In der Quantentheorie stehen abgeschlossene Systeme aus einem
oder wenigen Teilchen im Vordergrund, wéahrend die statistische Thermody-
namik sich mit Systemen aus sehr vielen Teilchen beschéftigt. Hier tritt dann
auch die Boltzmann-Konstante als der Umrechnungsfaktor zwischen Tempe-
ratur und Energie auf.

Der zweite Teil mit weiteren vier Kapiteln vertieft diese Ubersicht. In aus-
gewihlten Abschnitten werden Gegenstédnde und Methoden (auch numeri-
sche) vorgestellt, die fiir ein forschungsorientiertes Studium unerlésslich sind
oder zu Einsichten auf hoherem Niveau fithren. Die Anforderungen an mathe-
matische Kenntnisse sind nun etwas hoher, aber immer noch so niedrig wie
moglich.

Jedes der acht Kapitel erfordert einen Lehraufwand von wenigstens zwei Se-
mesterwochenstunden, mit Ubungen sind es drei bis vier. Der Studienaufwand
wird mit vier bis fiinf ECTS-Leistungspunkten abgeschétzt.



VI

In dem Buch ist eine Auswahl aus einer viel grofileren Menge von Unterrichts-
einheit zusammengestellt und verwoben, die ich in mehr als vierzig Jahren
Lehrtétigkeit an den Universitidten Heidelberg, Wien und Osnabriick ausge-
arbeitet und stédndig verbessert und aktualisiert habe. Fiir die Auswahl und
die Aufteilung in zwei Zyklen gibt es gute Griinde.

Einmal kann es von vielen Universitdten nicht geleistet werden oder es ist
nicht erwiinscht, die Studierenden fiir das Lehramt an Gymnasien und die
im Bachelor-, Master- oder Diplomstudiengang getrennt zu unterrichten. Da-
mit deckt sich, dass eine Reihe neuer Bachelor- oder Masterstudiengéinge (wie
z. B. Physik mit Informatik oder Technische Physik) der Theoretischen Physik
nicht mehr denselben Aufwand zubilligen, wie man das vom herkémmlichen
Diplomstudiengang gewohnt ist. Ein weiterer Grund ist pidagogischer Na-
tur. Einfache Themen z. B. der Quantentheorie sind leichter und deswegen
frithzeitiger zu studieren als schwierige Gegenstéinde der Mechanik oder der
Elektrodynamik. Es ist daher verniinftig, die Sdulen der Theoretischen Physik
nicht nacheinander, sondern mehr oder weniger parallel zueinander aufzurich-
ten. Der eine wird das Buch ganz durcharbeiten, der andere nur die erste
Haélfte mit gelegentlichen Abstechern in den vertiefenden zweiten Teil. Beiden
wird eine Ubersicht iiber die Theoretische Physik vermittelt.

Die Theoretische Physik in einem einzigen Band vollsténdig abzuhandeln—
das ist ohnehin unmoglich. Dafiir wiirden auch zehn oder noch mehr Bénde
nicht reichen. Setzt man jedoch die Féhigkeit zur Verallgemeinerung voraus,
besser noch, wird diese Fihigkeit im Studium planméflig entwickelt, dann
ist durchaus eine Uberdeckung eines groBen Teils des Gebietes moglich. Mit
diesem Ziel vor Augen, nimlich die Ubersicht zu behalten und sich nicht in
Details zu verlieren, habe ich den Stoff zusammen- und dargestellt.

Theoretische Physik ist wie jede andere Wissenschaft ein Produkt des mensch-
lichen Geistes, selbst wenn sie als Teil der Physik zu den Naturwissenschaf-
ten gerechnet wird. Man versteht sie besser, wenn auch die historischen und
philosophischen Beziige aufgezeigt und die handelnden Personen vorgestellt
werden. Das habe ich in angemessenem Umfang versucht.

Ich habe bewusst die Einsteinsche Theorie der Gravitation (Allgemeine Rela-
tivitéitstheorie) nur gestreift, weil der mathematische Aufwand dafiir erheblich
ist und kaum fiir die Losung anderer Probleme gebraucht wird. Dasselbe gilt
fiir die Quantenfeldtheorie, die zudem noch lédngst nicht abgeschlossen ist.

Uberhaupt ist das Buch ein Kompromiss zwischen wiinschenswertem Umfang
und grofler Tiefe auf der einen Seite und zugebilligtem Studienaufwand auf der
anderen. Es musste auch ein Kompromiss geschlossen werden zwischen den
Forderungen, dass der Text prézise sein soll und trotzdem leicht zu lesen ist.
Ein anderer Kompromiss war zu finden zwischen verschiedenen Auffassungen,
was Spezialgebiete der Theoretischen Physik sind und was zum Kern gehort.
Wie auch immer: wer dieses Buch gelesen hat, ist bestens vorbereitet auf die
Lektiire der Spezialliteratur und fiir vertiefende oder spezialisierende Studien.
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Ich kann unmoglich alle Personen erwdhnen, die mir direkt oder indirekt ge-
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1

Mechanik

Zu Recht gilt Galileo Galilei als der Begriinder der modernen Naturwissen-
schaft: die Wahrheit erschliefit sich nicht durch blofles Denken oder das Stu-
dium alter Texte, sondern durch das Zusammenspiel von Experiment und
theoretischer Deutung. Wir beginnen daher damit, seine Vorstellungen {iber
Raum und Zeit mit heutigen Worten zu formulieren. Es gibt Bezugssysteme,
in denen kréftefrei Korper sich unbeschleunigt bewegen.

AnschlieSende werden Newtons Ansichten iiber massive Korper und Wech-
selwirkungskréfte dargestellt. Wir fithren insbesondere die Mefigroflen Impuls
und Drehimpuls ein.

Im Abschnitt iiber Potential und Energie wird gezeigt, dass die bekannten
Krifte aus Potentialen hergeleitet werden konnen und dass die Summe aus
kinetischer und potentieller Energie erhalten ist.

Maschinen bestehen aus Komponenten, die durch Zwangskrifte auf vorge-
schriebenen Bahnen gehalten werden (Zwangsbedingungen). Diese Zwangs-
krifte leisten keine Arbeit. Das von d’Alembert formulierte Prinzip fithrt zu
den Lagrange-Bewegungsgleichungen fiir problemangepasste, verallgemeinerte
Koordinaten.

Wir fiihren an einigen Einfachen Beispielen vor, wie man mechanische Syste-
me mithilfe der Lagrange-Methode behandelt: das ebene Pendel, das sphéri-
sche Pendel und die rotierende Fiithrung.

Ausfiihrlicher beschiiftigen wir uns dann mit Geddmpften Schwingungen, weil
das Thema die gesamte Theoretische Physik durchzieht und weil vollig zwang-
los die Methode der Greenschen Funktionen entwickelt werden kann.

Ebenso haben wir das Thema Elastische Stéfle vor allem aus methodischen
Griinden ausgewéhlt. Mit den Sétzen iiber die Erhaltung der Energie und
des Impulses und mit der Moglichkeit, das Inertialsystem passend zu wéhlen,
lassen sich die Stoflgesetze recht elegant herleiten.

Zwei Korper, die sich durch eine Zentralkraft beeinflussen, muss man im Prin-
zip durch sechs gekoppelte gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ord-
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nung beschreiben. Wir zeigen, warum man am Ende nur eine losen muss
(Zweikdrperproblem).

Das Verfahren wird auf den Fall der Schwerkraft zwischen Sonne und Planet
angewendet und liefert die Keplerschen Gesetze fiir die Planetenbewegung.

Am Beispiel einer Walze, die auf einer schiefen Ebene abrollt, streifen wir
das Gebiet der Bewegung Starrer Korper. Wir stoflen erstmalig auf ein Prin-
zip, das die gesamte Physik durchzieht: gleiche Gleichungen haben gleiche
Losungen. Hier handelt es sich um den freien Fall mit einer effektiven Masse
mit effektiver Schwerebeschleunigung.

Die Bewegung elektrisch geladener Teilchen im elektrischen und magnetischen
Kraftfeld, z. B. von leichten Elektronen, kann zu hohen Beschleunigungen und
damit auch zu groflen Geschwindigkeiten fithren. Jedoch darf die Geschwin-
digkeit nie die Lichtgeschwindigkeit iibersteigen. Deswegen miissen wir das
Prinzip der Relativitit der Bewegung erneut diskutieren. Die Vorschriften fiir
die Umrechnung zwischen Inertialsystemen sind abzuéndern, damit die Licht-
geschwindigkeit eine Naturkonstante sein kann. Wie man sehen wird, ist die
Einsteinsche spezielle Relativitéitstheorie eigentlich recht einfach. Wir erértern
das Zwillingsparadoxon und die Konsequenzen fiir Geladene Teilchen.

1.1 Raum und Zeit

Seit Galileo Galilei' wissen wir, dass Kérper triige (im Sinne von faul) sind.
Wenn ein Korper nicht durch Krifte gezwungen wird, dann behélt er seinen
Bewegungszustand (Geschwindigkeit) bei. Das steht im Gegensatz zur damals
herrschenden Meinung, nach der es ohne Beweger auch keine Bewegung geben
konne. Frither oder spiter kommen alle Korper zur Ruhe, hatte Aristoteles?
argumentiert. Und die Meinung des Aristoteles war auch die Meinung der
Kirche, die Widerspruch nicht dulden wollte.

Aristoteles hatte recht. Wenn ich einen Stein werfe, dann fliegt er eine Weile
durch die Luft, rutscht oder springt noch ein wenig, und bleibt schlieflich
liegen. Seine Bewegung ist erloschen, weil kein Beweger mehr dafiir sorgt.
Beachten Sie, wie die Umgangssprache mit 'fliegen’, 'rutschen’ und ’springen’
dem Korper ein Wollen zuschreibt, mit ’bleibt liegen’ dagegen den Willen zum
Tun abspricht. Auch muss ’ich’, ein Beweger, den Stein erst zum Handeln
anregen.

Galilei hatte auch recht. Die Reibung in der Luft war nur ein stérender Neben-
effekt. In der Ebene rollten die Kugeln mit konstanter Geschwindigkeit. Lief3
man sie vom Schiefen Turm in Pisa fallen, dann wuchs die Geschwindigkeit
linear mit der Zeit, weil die Schwerkraft nach unten zog. Parallel zur Erdober-
fliche legen die Korper in gleichen Zeiten gleiche Wege zuriick. Beachten Sie,

! Galileo Galilei, 1564 - 1642, italienischer Mathematiker und Physiker
2 Aristoteles, 384 v.Chr. - 322 v.Chr., griechischer Philosoph
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wie neutral die Verben ’'rollen’, 'fallen’ und ’einen Weg zuriicklegen’ klingen.
Rollt jemand einen anderen, wird er gerollt, oder ist sein Bewegungszustand
durch ’rollen’ zu beschreiben?

Uberhaupt, so Galilei, spiele sich die Bewegung aller Kérper im allseitig offe-
nen Raum ab.

Nach der geldufigen Meinung war die Erde eine Scheibe begrenzter Abmes-
sung®. Uber die Verhéltnisse am Rand gab es keine genauen Vorstellungen, es
war aber sicherlich gefihrlich, aufs offene Meer immer weiter weg von bewohn-
barem Land zu fahren. Uber der Erdscheibe war als kristallene Kuppel das
Firmament gestiilpt, das Himmelszelt. Darauf verschob Gott, der den Himmel
lenkt#, die Sterne und Planeten, auch die Sonne und den Mond.

Galilei hatte mit dem neuen Fernrohr beobachtet, dass der Jupiter vier Monde
an sich fesselt, und dass diese in regelméfigen Abstéinden offensichtlich hinter
ihm verschwanden oder vor ihm liefen. Also gab es das Firmament gar nicht!
Die Himmelskorper bewegten sich im leeren Raum, und die grolen banden
die kleinen an sich. Die Erde den Mond, Jupiter seine vier Monde, die Son-
ne wiederum Jupiter, die anderen Planeten - und auch die Erde. Mit dieser
Vorstellung konnte Galilei auch die von ihm entdeckten Phasen der Venus
erkldren.

Das durfte der Papst nicht durchgehen lassen. Die Erde nicht mehr Mit-
telpunkt der Welt mit seiner Hauptstadt Rom? Wo blieb da die Autoritéit
des obersten Briickenbauers, des pontifer mazimus? Der siebzigjihrige Gali-
lei musste seiner Vorstellung vom leeren Raum abschworen, in dem sich die
Planeten um die Sonne drehen und die Monde um die Planeten. Dafiir kam

er mit dem Leben davon®.

Seit Galilei wissen wir : Bewegung spielt sich in Raum und Zeit ab, und die
Korper sind trige und behalten ihren Bewegungszustand bei, wenn sie nicht
durch Kréfte gezwungen werden.

Die Lage eines Korpers (oder Teilchens) charakterisieren wir durch drei Zah-
len @ = (21, z9, 23) in Bezug auf ein kartesisches Koordinatensystem. Die drei
Koordinatenachsen stehen senkrecht aufeinander, und auf jeder Achse wird
mit dem gleichen Mafistab gemessen. Der Abstand r zwischen zwei Punkten
x und y ist dann durch den erweiterten Satz des Pythagoras® in drei Dimen-
sionen gegeben:

3 Zumindest stellte man sich spiter das Weltbild des Mittelalters so vor.

4 'Befiehl du deine Wege, und was dein Herze krénkt, der allertreusten Pflege, des
der den Himmel lenkt.’; dichtete Paul Gerhardt im 17. Jahrhundert. ’Der Wolken,
Luft und Winden gibt Wege, Lauf und Bahn....

5 Anders als Giordano Bruno, der 33 Jahre zuvor im selben Festsaal des Klosters
St. Maria sopra Minerva zu Rom zum Tode auf dem Scheiterhaufen verurteilt
worden war, weil er dhnlich gefdhrliche Meinungen verbreitet hatte und nicht
abschworen wollte

8 Pythagoras, ca. 570 v.Chr. - 510 v.Chr., griechischer Philosoph
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r=ly —al = /(g1 —21)? + (g2 — 22) + (y3 — 23)2. (1.1)

Die Zeit t wird mit einer guten Uhr gemessen. Vorgénge, von denen man weif3,
dass sie periodisch sind, sollen immer gleich lang dauern.

Die Bahn eines Teilchens beschreibt man durch die Trajektorie t — (t).
v(t) = x(t) heiit Geschwindigkeit”, und a(t) = &(t) ist die Beschleunigung.
Die Tragheit gegeniiber Kriften hingt von der Masse m ab. Zwei gleiche
Korper haben zusammengenommen die doppelte Masse. Der Impuls des Teil-
chen ist proportional zur Geschwindigkeit und proportional zur Masse,

pP=mE. (1.2)
Der Impuls eines Teilchens dndert sich nur dann, wenn eine Kraft f wirkt,

p=1r. (1.3)

Die Feststellung (1.3) ist mehr als eine Definition der Kraft. Kréifte haben
stets eine physikalische Ursache. Es sind die anderen Teilchen im System, die
eine Kraft ausiiben. (1.3) gilt nur in Bezug auf ein Inertialsystem.

Ein Inertialsystem besteht aus einer guten Uhr und aus einem sich unbeschleu-
nigt bewegenden kartesischen Koordinatensystem. Nur dann stimmt es, dass
Teilchen, auf die keine Krifte wirken, sich unbeschleunigt bewegen (im Sinne
von p = 0).

Man kann das auch anders formulieren. Die Kraft f auf ein Teilchen besteht
aus den physikalisch begriindeten Kriften und einem Rest, den wir als Schein-
kraft bezeichnen wollen. In Inertialsystemen gibt es keine Scheinkriifte.

Es gibt Inertialsysteme, so wiirden wir heute Galilei interpretieren. Fiir nur
kurz dauernde Experimente bildeten sein Pendel und das im Labor befestigte
Koordinatensystem ein Inertialsystem. Fiir die Beschreibung des Planetensys-
tems musste man aber ein in den Fixsternen befestigtes Koordinatensystem
bemiihen. Wir wissen heute, dass nicht einmal die Sonne still steht, sondern
sich um das Zentrum unserer Galaxie bewegt, mit allerdings riesiger Umlauf-
zeit. Und auch die Galaxien bewegen sich relativ zueinander. ..

Fiir Experimente, die etwa eine Minute dauern, ist das Laborsystem ein
vorziigliches Inertialsystem. Dauern die Experimente Stunden, dann muss die
Erddrehung beriicksichtigt werden (Foucault-Pendel)®. In der Astronomie ist
bei wochenlangen Beobachtungen die Bewegung der Erde um die Sonne nicht
mehr zu vernachlissigen, und man muss sich auf ein relativ zur Sonne ruhen-
des, an den Fixsternen orientiertes Inertialsystem beziehen.

Es gibt also Inertialsysteme, aber es gibt stets mehrere. Durch die folgenden
Transformationen

" Der Punkt iiber einer Funktion bezeichnet deren Ableitung nach der Zeit
8 Jean Bernard Léon Foucault, 1819 - 1868, franzdsischer Physiker
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t=t+7 und T ==, (1.4)

t=t und T=x+a, (1.5)

t=t und & = Rz mit RITR=1 (1.6)
sowie

t=t und T ==+ ut (1.7)

rechnet man zwischen Inertialsystemen (¢, ) und (¢, Z) um. Es handelt sich
der Reihe nach um eine Zeitverschiebung, eine Ortsverschiebung, eine Dre-
hung® und um eine eigentliche Galilei-Transformation. Bei der Drehung muss
die Drehmatrix R orthogonal sein, damit sich die Absténde zwischen Punkten
nicht dndern.

Beliebig miteinander kombiniert, bilden diese Transformationen eine Gruppe,
die Galilei-Gruppe. Dabei geht man von einer universellen Zeit aus. Signale
konnen mit beliebig hoher Geschwindigkeit {ibermittelt werden. Kommt die
Forderung hinzu, dass die maximale Signalgeschwindigkeit (die von Licht)
immer denselben Wert ¢ haben soll, dann muss man die neue Zeit nicht nur
aus der alten Zeit berechnen, sondern auch noch den alten Ort @ einbeziehen.
Solche Umrechnungsvorschriften bilden dann die Poincaré-Gruppe!®. Damit
dndert sich die Bedeutung der Zeit grundlegend: jeder Koérper hat seine eigene
Zeit, doch dariiber reden wir spéter.

Hier wollen wir festhalten, dass bei kleiner Geschwindigkeit, d. h. im Falle
|u| < ¢, zwischen Galilei- und Poincaré-Transformationen kein Unterschied
besteht. Die Vorstellung des 'gesunden Menschenverstandes’ von einer univer-
sellen Zeit ist eine brauchbare Fiktion.

1.2 Impuls und Drehimpuls

Wir betrachten ein System mit @ = 1,2,... N Teilchen. Mit System meinen
wir: alle Teilchen, die beeinflusst werden, sind dabei. Jedes Teilchen a (es hat
die Masse m,) erleidet eine Kraft f,. Diese Kraft spalten wir in die dufiere
Kraft F, und in den Wechselwirkungsanteil auf. Der Wechselwirkungsanteil
beschreibt den Austausch von Impuls zwischen den Teilchen im System. Wir
schreiben also

p,=F,+ g F.. (1.8)
b
b#a

% R' ist die zu R transponierte Matrix, I steht fiir die 3 x 3-Einheitsmatrix
10 Henri Poincaré, 1854 - 1912, franzésischer Mathematiker und Physiker
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F,;, ist der pro Zeiteinheit vom Teilchen b abgegebene und vom Teilchen
a aufgenommene Impuls. Das Negative davon ist der pro Zeiteinheit von a
abgegebene und von b aufgenommene Impuls, und das bedeutet

Fop+ Fpo =0. (1.9)

Isaak Newton!! hat das als Prinzip actio gleich reactio formuliert.

Die dufleren Krifte kommen auch von Teilchen, oder Ansammlungen von
Teilchen. Allerdings ist eine Riickwirkung vom System auf diese Teilchen ver-
nachléssigbar klein. Untersucht man den freien Fall im Schwerefeld, dann zieht
die Erde den Stein und der Stein die Erde an. Weil aber die Masse der Er-
de so grof} ist, wird diese praktisch nicht beschleunigt und zieht ihre Bahn
unabhéngig davon, ob ein Stein fillt oder nicht. Die Erde tritt nur als Impuls-
lieferant auf, und daher ist die Schwerkraft in normalen Laborexperimenten
als duflere Kraft aufzufassen.

Systeme ohne duflere Krifte heiflen abgeschlossen.
Mit

P=>"p, (1.10)

bezeichnen wir den Gesamtimpuls des Systems. Es gilt
P= Z F,. (1.11)

Die Summe iiber die Wechselwirkungskréfte erstreckt sich iiber alle Indexpaa-
re (a,b) mit a # b. Also kommt stets F'15 zusammen mit Fa; vor, usw. Wegen
(1.9) verschwindet diese Summe.

Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems ist erhalten.

Wir bezeichnen mit M = m, die Gesamtmasse des Systems. Der Schwer-
punkt X (oder Massenmittelpunkt ) wird durch

MX = Zma:ca (1.12)

erklédrt. Es handelt sich um den Mittelwert der Ortskoordinaten, die propor-
tional zur Masse gewichtet werden. Der Beziehung

MX=P=) F,=F (1.13)

entnimmt man, dass der Gesamtimpuls P der Impuls des Massenmittelpunk-
tes X ist, dem man die Gesamtmasse M zuordnen muss. Unter dem Einfluss

1 Tsaak Newton, 1643 - 1727, britischer Mathematiker und Physiker
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F duBlerer Kréfte bewegt sich das System wie ein Teilchen beim Massenmit-
telpunkt X mit Gesamtmasse M.

Jedem Teilchen ordnet man einen Drehimpuls

by =z, X p, (1.14)
zu. Wegen p, x &, gilt

by =y X f,=14. (1.15)

Man nennt n = x x f das Drehmoment.

Wir bezeichnen den Gesamtdrehimpuls mit L,
L= ;=) T, xp,. (1.16)

Fiir dessen Zeitableitung erhalten wir

L= a,xF,=N. (1.17)

Die Wechselwirkungskrifte fallen heraus, weil

Zwa X Fop = Z(wa - a’b) X Fgp (1'18)

a#b a>b

gilt — wegen (1.9) — und weil die Kraft von b auf a parallel zum Verbindungs-
vektor ¢, — x, weist,

F || Ty — T, . (1.19)

Andere als solche Zentralkrifte kann man nur dann konstruieren, wenn die
Teilchen aufler der Masse auch eine Vektoreigenschaft aufweisen, etwa ein
magnetisches Moment.

Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems ist erhalten.

Eigentlich gelten die Erhaltungsséitze fiir Impuls und Drehimpuls immer.
Wenn alle Teilchen, die Kriifte ausiiben und verspiiren, zum System gerech-
net werden, dann sind alle Krifte Wechselwirkungen. Trotzdem ist es oft
zweckméfig, die besonders massiven Korper als Kraftquellen aufzufassen, die
sich wegen ihrer groffen Trégheit nicht um die Bewegung der leichten Teilchen
kiimmern. Man rechnet dann lediglich die von den massiven Koérpern auf die
leichten Teilchen ausgeiibten Krifte zum System, also F',. Die &ufleren Krifte
F, hingen nur vom Ort des impulsaufnehmenden Teilchens ab, also von x,.
Der Absender des Impulses ist sozusagen anonym. Wir rechnen ihn zur Um-
gebung des Systems. Die Umgebung beeinflusst das System, die Riickwirkung
des Systems auf die Umgebung darf jedoch vernachléssigt werden.
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Diese massiven, anonymen Verursacher der &dufleren Kréfte nehmen jedoch
Impuls und Drehimpuls auf. Weil Gesamtimpuls und Gesamtdrehimpuls von
System und Umgebung erhalten sind, kénnen Gesamtimpuls P und Gesamt-
drehimpuls L des Systems allein nicht erhalten sein.

Wenn wir die Bewegung eines fallenden Steines betrachten, dann ist das Sys-
tem aus Erde plus Stein abgeschlossen. Alle Korper, die Krifte aufeinander
ausiiben, sind dabei. Betrachten wir aber nur den Stein als System, dann ist
dieser Stein einer dufleren Kraft ausgesetzt (ndmlich der Schwerkraft). Die Er-
de spielt die Rolle der Umgebung. Impuls und Drehimpuls des Steines allein
sind demnach nicht erhalten.

1.3 Potential und Energie

Die bekannten Kréfte haben ein Potential. Das Potential & = &(r) ist ein
Skalarfeld und héangt vom Abstand r der beiden Teilchen ab, die Impuls aus-
tauschen. Teilchen b bei x; iibt auf Teilchen a bei x, die Kraft

Fo = -V, (|xp — x4l) (1.20)

aus. Das negative Zeichen ist eine Konvention. V, (der Nabla-Operator) steht
fiir die drei Ableitungen nach den Koordinaten «,. Man berechnet

Ty — Lq

F,, = @' (r) mit r = |z, — x4 . (1.21)

Wichst das Potential @ mit dem Abstand r, dann handelt es sich um Anzie-
hung: Teilchen a verspiirt eine auf b gerichtete Kraft.

Die Krifte von b auf @ und von a auf b heben sich auf. Auflerdem handelt es
sich um Zentralkrifte.

Das Wechselwirkungspotential héngt natiirlich von den Eigenschaften der
wechselwirkenden Teilchen a und b ab, und deswegen schreiben wir @,;,. Das
Potential fiir die duflere Kraft auf das Teilchen a bezeichnen wir mit &,, es
héngt vom Ort x, des beeinflussten Teilchens ab, und auflerdem von der Zeit,
weil der anonyme Verursacher ja nicht still stehen muss.

Das Teilchen a geniigt also der folgenden Bewegungsgleichung:
Maia = =V { Da(t,a) + Y Pap(|zs — al) }. (1.22)
bt
Wir multiplizieren diese Gleichung skalar mit @, und summieren iiber alle
Teilchen. Auf der linken Seite steht dann die Zeitableitung von

meg .
T:Z7x§, (1.23)

der kinetischen Energie.
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Auf der rechten Seite erhélt man die negative Zeitableitung des Ausdruckes
1
V:Za:®a+§§®ab. (1.24)

Das ist die potentielle Energie. Bei der Zeitableitung wurde 0P, (t, x,)/0t
noch nicht beriicksichtigt.

Die Gesamtenergie
H=T+V (1.25)

geniigt der Beziehung

dH O0H
E —_— E . (1.26)

Ohne explizit zeitabhéngige duflere Krifte ist die Gesamtenergie erhalten.

Die Gravitations-Wechselwirkung wird durch das Potential

meMmp

Pup(r) = -G (1.27)

r
beschrieben. Weil Massen immer positiv sind, ziehen sie sich auch immer an.
G ist die Gravitationskonstante!2.

Das Potential fiir die elektrostatische Wechselwirkung zwischen zwei Ladun-
gen q, und gy ist

_ 1 quao
dmeg T

Dap(r) : (1.28)

Die Konstante €y ist die Vakuums-Dielektrizititskonstante'3. Ladungen mit
gleichem Vorzeichen (zwei Elektronen) stofen sich ab. Ladungen mit verschie-
denem Vorzeichen (Elektron und Proton) ziehen sich an.

Experimente mit kleinen Massen in der Nihe der Erdoberfliche werden durch
das Potential

&(x) = mgxs (1.29)

beschrieben. Dabei ist das Koordinatensystem so gewahlt, dass x3 von der
Erdoberfliche wegweist. x3 bezeichnet die Hohe iiber dem Erdboden, m die
Masse des die Schwerkraft verspiirenden Teilchens, und g ist die Schwerebe-
schleunigung!4.

12 G = 6.67260 x 107! mkg s~
13 eg = 8.85419 x 10712 m3kg !s*A?
40 =981 ms?
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Dieses Potential fiir duflere Kréfte hédngt nicht explizit von der Zeit ab. Die
Zeit kommt nur indirekt vor, weil der Ort & des beeinflussten Teilchens von der
Zeit abhéngen wird. Deswegen ist die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie zeitlich konstant, d.h. erhalten.

Ein Kraftfeld F = F(z), das gemif (1.20) als Gradient geschrieben werden
kann, ist automatisch rotationsfrei. Umgekehrt lésst sich zu jedem rotations-
freien Kraftfeld F' ein Potential konstruieren.

Man wéahlt einen Referenzpunkt &g und eine Kurve C, die von xg zu « fiihrt.
Wir erkléren das Potential

P(C) = —/CdsF (1.30)

als Kurvenintegral. Diese Arbeit muss man aufwenden, um das Teilchen ent-
lang der Kurve C im Kraftfeld F' von x( an die Stelle  zu verschieben.

o

Abb. 1.1. Zwei verschiedene Wege C und C’ fithren vom Referenzpunkt xo
zum Aufpunkt x. Der Weg C — C’ umschlie3t die Fliche F.

C’ sei eine andere Kurve, die von xg nach @ fiihrt. Der Weg C — C’ fiihrt von
xo nach x und zuriick nach =, ist also geschlossen. Man kann ihn als den
Rand einer Fliche F auffassen. Wegen

@(C)@(C')/stF/fdA (VxF)=0 (1.31)

ist das gemifl (1.30) konstruierte Potential vom Weg C unabhingig. Dabei
haben wir uns auf den Satz von Stokes!'® berufen. Jeder Weg, der vom festge-
haltenen Punkt g nach x fiithrt, liefert dasselbe Kurvenintegral, und deswegen
ist das Potential nur eine Funktion des Ortes x.

Weil man den Referenzpunkt xg willkiirlich wahlen kann, ist das Potential
nur bis auf eine additive Konstante eindeutig. Héufig wird das Potential im

15 George Gabriel Stokes, 1819 - 1903, britischer Mathematiker und Physiker
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Unendlichen zu Null festgesetzt, wie in (1.27) und (1.28). In (1.30) hat man
den Referenzpunkt in die Ebene x5 = 0 gelegt.

1.4 Zwangsbedingungen

Wir haben bisher so getan, als ob sich die Teilchen (oder Massenpunkte, oder
Korper ...) frei im Raum bewegen konnten. Das stimmt sicherlich fiir das
Planetensystem, auch fiir Ionen, die an den Gitterbausteinen eines Kristalls
gestreut werden.

Das gilt aber nicht fiir die Gasmolekiile, die in einem Geféfl G eingesperrt
sind. Hier muss man die Bewegungsgleichungen fiir die Molekiile a = 1,2, ...
mit der Nebenbedingung

T, €0 (1.32)
16sen.
Jeder starre Korper ist aus Gitterbausteinen bei @1, o, . . . aufgebaut, die feste

Abstande zueinander haben:
|wb - $a| = dap - (133)

Ein sphérisches Pendel besteht aus einem massiven Korper, der durch eine
(beliebig leichte) Stange im Abstand ¢ vom Aufhéngepunkt gehalten wird.
Die drei Ortskoordinaten der Masse sind nicht frei, sondern unterliegen der
Einschrankung

x1 =4{sinfcos¢ , x9=~{sinfsing und z3 = £(1 — cosh). (1.34)

Die Zwangsbedingung besteht hier darin, dass die Pendelldnge ¢ einen festen
Wert hat.

Noch ein Beispiel. Man kann eine (durchbohrte) Kugel dazu zwingen, dass
sie sich nur auf einer Geraden bewegen darf, etwa xo = 3 = 0. Wird diese
Gerade zudem selber gedreht, z. B. mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w,
dann ergeben sich Zwangsbedingungen der Art

x1 =rcoswt , v =rsinwt und z3=0. (1.35)

Oft lassen sich die Zwangsbedingungen nicht durch Gleichungen zwischen den
Koordinaten ausdriicken, sondern nur durch Beziehungen zwischen deren Dif-
ferentialen. Wenn beispielsweise zwei Wellen 1 und 2 durch Zahnriader mit Ny
bzw. Ny Zéhnen gekoppelt sind, dann gilt fiir die Drehwinkel

Nydgy + Nodgs = 0. (1.36)
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Alle diese Zusatzbedingungen werden durch Krifte realisiert, die man treffend
als Zwangskréfte bezeichnet. Wir schreiben also

Po=Ffot+ fa- (1.37)

Wiéhrend die freien Kréfte f, von den Positionen (und auch von den Ge-
schwindigkeiten) der Teilchen im System abhéngen, sind die Zwangskriifte f,
durch ihre Auswirkung definiert. Sie stellen sicher, dass die Zwangsbedingun-
gen eingehalten werden. Die Zwangskréfte konnen erst dann ermittelt werden,
wenn das Problem gel6st ist.

Wer einen Stein an eine Schnur anbindet und diesen auf einer Kreisbahn um
sich kreisen lésst, weifl, wovon die Rede ist. Je schneller der Stein kreist, umso
grofer ist die Zwangskraft, die auf den Stein einwirkt.

Vorgegeben sind

e die Anfangskonfiguration x,(0) und ,(0),
o die freien Kriéfte f,,

e die Zwangsbedingungen.

Gesucht werden die Trajektorien x,(t), aus denen sich dann die Zwangskréfte
S berechnen lassen. In dieser Allgemeinheit lisst sich das Problem nicht
16sen. Man muss mehr iiber die Zwangskrifte wissen.

Das Pendelbeispiel (1.34) legt folgenden Gedanken nahe. Zuerst einmal han-
delt es sich um die Umrechung von kartesischen in Kugelkoordinaten. Die
Forderung, dass ¢ einen festen Wert haben soll, legt eine Kugeloberfliche mit
Radius ¢ fest. Die beiden Winkel 6 und ¢ sind frei variabel, so dass sich die
Masse infinitesimal um

cos 6 cos ¢ —sin #sin ¢
dx =L | cosfsing | 00+ L | sinfcosgp |d¢ (1.38)
sin 6 0

bewegen darf. Eine mit den Zwangsbedingungen vertrigliche infinitesimale
und instantane Anderung dx bezeichnet man als ’virtuelle Verriickung’.

Die Zwangskraft f* wird in Richtung x weisen, vom Aufhéingepunkt zur Mas-
se, entlang der Pendelstange. Weil & und dx senkrecht aufeinander stehen,
verschwindet die Arbeit'® der Zwangskraft bei einer virtuellen Verriickung:

ffox=0. (1.39)

6 Das Skalarprodukt aus Kraft und Verschiebung wird bekanntlich als Arbeit be-
zeichnet
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Dieser Befund, auf das System verallgemeinert, heiit d’Alembertsches!'” Prin-
zip:

> fidma=0. (1.40)

Bei einer virtuellen Verriickkung des Systems leisten die Zwangskréfte keine
Arbeit.

Aus heutiger Sicht definiert das d’Alembertsche Prinzip ein mechanisches Sys-
tem. Eine Ndhmaschine etwa muss zwar angetrieben werden, aber nur, um die
Reibung zu iiberwinden. Der Zusammenhalt und das Zusammenspiel der vie-
len Komponenten erfordert keine Arbeit. Auch dass ein Festkorper beisammen
bleibt, bedarf keiner Zufuhr von Energie.

Zwangsbedingungen heiflen holonom, wenn die Teilchenkoordinaten durch ver-
allgemeinerte Koordinaten ¢, gs . . . ausgedriickt werden konnen,

wazwa(taqth?"'ﬂqﬂ)? (141)

die als Parameter dienen und voneinander unabhéngig sind. n ist die Zahl der
Freiheitsgrade. Beispiele sind 6 und ¢ fiir das sphérische Pendel (1.34) oder r
fiir die auf einer drehenden Stange fixierte Masse (1.35).

Die holonomen Zwangsbedingungen unterteilt man weiter in zeitunabhingige
(skleronome) und zeitabhéngige (rheonome). (1.34) und (1.35) mogen als Bei-
spiele dienen.

Ungleichungen — wie (1.32) — oder Beziehungen zwischen Differentialen — wie
(1.36) — sind nicht-holonom. Mit solchen Randbedingungen muss man von Fall
zu Fall verfahren. In dieser Einfithrung werden wir uns nur mit holonomen
Zwangsbedingungen beschéftigen.

1.5 Lagrange-Formalismus

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, wie man von der Beschrankung auf
kartesische Koordinaten loskommt. Zugleich sollen holonome Zwangsbedin-
gungen beriicksichtigt werden. Dazu miissen wir auch die Zwangskrifte los-
werden.

Der zuletzt genannte Schritt ist am einfachsten. Die Impulsénderungsrate p,,
fiir das Teilchen a setzt sich aus einer freien Kraft f, und einer Zwangskraft
S zusammen. Bei einer virtuellen Verriickung dx, des Systems leisten die
Zwangskrifte keine Arbeit, so das d’Alembertsche Prinzip. Demnach gilt

> Abo— fo}owa=0. (1.42)

17 Jean-Baptiste d’Alembert, 1717 - 1783, franzosischer Mathematiker und Physiker
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Die Zwangskrifte sind damit aus der Rechnung eliminiert.

Wir fiithren die verallgemeinerten Koordinaten g; als Parameter ein, von denen
die kartesischen Koordinaten abhéngen:

T, =xa(t,q1,q2, -+ qn) - (1.43)

Die verallgemeinerten Koordinaten sind voneinander unabhéngig und be-
schreiben die Lage des Systems vollsténdig. Sie beriicksichtigen holonome
Zwangsbedingungen.

Fiir die Geschwindigkeiten berechnet man
Oz, oz, .
va= 20+ 3" T, (1.44)

Eine virtuelle Verriickung des Systems ist eine instantane, mit den Zwangs-
bedingungen vertrigliche kleine Lageénderung;:

oz,
§Ty = Z a—qiéqi . (1.45)

Bei einer virtuellen Verriickung leisten die Kriifte die Arbeit

D fodm, = Z Qidq; , (1.46)

a

mit den durch

oz,
Qi = za: oy (1.47)

definierten verallgemeinerten Kriften. Man beachte, dass die verallgemeinerte
Koordinate ¢; keine Lénge sein muss, die verallgemeinerte Kraft Q); demzu-
folge auch keine Kraft. Das Produkt Q;d¢; ist aber immer eine Energie.

Damit ist der Term ) f,0x, in (1.42) auf verallgemeinerte Koordinaten
umgeschrieben. Nun zum Rest.

Mit (1.45) diirfen wir geméis

za: P, oL, = Z Mg, = Z maja%—zj&]i (1.48)
umformen.
Weiter:

0z, d . O0x, . dO=z,

T Dq  dt " oq  TUdt 0g;

(1.49)
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Man kann die Ableitungen nach den verallgemeinerten Koordinaten und nach
der Zeit vertauschen, wegen

d Oz, &z, iz, . v,

8 0%a _ _ OV 1.
it 05, otog | : 9000, = B, (1.50)

Dabei berufen wir uns auf (1.44). Wir betrachten die verallgemeinerten Ko-
ordinaten ¢; und die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; als voneinander
unabhéngige Variablen. Deswegen folgt auch

ov, Oz,
= 1.51
9q;  Oq (1.51)
aus (1.44).
Setzt man das alles in (1.48) ein, so erhélt man
dor or
) 5, = = 5qi . 1.52
S pute ;{dta% S} o (1.52)
Dabei ist T" die kinetische Energie des Systems,
m
T = a2 1.5

Fiihrt man nun (1.42), (1.46) und (1.52) zusammen, so ergibt sich, weil die
Verriickungen d¢; beliebig wéhlbar sind, der folgende Satz von Bewegungs-
gleichungen:

49T 9T
dt 0¢;  Og;

=Qi. (1.54)

Man spricht von den Lagrange-Gleichungen'® der ersten Art. Fiir jede verall-
gemeinerte Koordinate gibt es eine Bewegungsgleichung. Die verallgemeiner-
ten Kriifte (; konnen ganz beliebig sein.

Bringt man nun noch ein, dass sich die Kréfte aus einem Potential herleiten
lassen,

fa, = _Va¢a ) (155)

dann gilt

o6 OV
Zaql_ 5q; it V—za:(ba. (1.56)

'8 Joseph Louis Lagrange, 1736 - 1813, italienisch/franzésischer Mathematiker, Phy-
siker und Astronom
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Die verallgemeinerten Kréfte kann man also als negative Ableitungen der po-
tentiellen Energie V nach den verallgmeinerten Koordinaten gewinnen. Wir
setzen hier voraus, dass die potentielle Energie nur von den verallgemeinerten
Koordinaten und nicht auch von den Geschwindigkeiten abhéngt. Dann lassen
sich mit der Lagrange-Funktion

L=T-V (1.57)
die Bewegungsgleichungen als

dor oL
dt 0g;  Oq;

(1.58)

schreiben. Das sind die Lagrange-Gleichungen der zweiten Art.

Die Lagrange-Funktion L =T — V ist die Differenz zwischen kinetischer und
potentieller Energie. Sie muss in verallgemeinerten Koordinaten ¢; und verall-
gemeinerten Geschwindigkeiten ¢; dargestellt werden. Die potentielle Energie
soll keine Geschwindigkeitsterme enthalten'®. Fiir jede verallgemeinerte Ko-
ordinate gibt es eine Lagrange-Bewegungsgleichung (1.58).

1.6 Einfache Beispiele

Wir fithren an drei ganz einfachen Beispielen die Stérke der Lagrange-Methode
vor. Die Probleme kénnen in natiirlichen Variablen formuliert werden, und
von Zwangskréften ist nicht mehr die Rede. Am ebenen Pendel lernt man,
dass sich in der Ndhe des Gleichgewichtes harmonische Schwingungen erge-
ben. Das sphérische Pendel ist ein gutes Beispiel dafiir, dass Symmetrien auf
Erhaltungsgroflen fiihren. Auch zeitabhingige Zwangsbedingungen sind nichts
Besonderes.

1.6.1 Ebenes Pendel
Die Masse m kann sich nur auf der Kreisbahn

sin 6
=/ 0 (1.59)
1—cosf
im Schwerefeld bewegen.
Die kinetische Energie ist

19 Wir behandeln spiter, wie man geschwindigkeitsabhiingige Kriifte einbezieht.
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T:%@f?—me2

N2
= — 1.
50" (1.60)

und fiir die potentielle Energie erhalten wir

V =mgxs = mgl(1 — cosf). (1.61)
Damit ist
. 2 .
IXG,G)::ﬁgL92—wng€Ux—cosﬁ) (1.62)

die Lagrange-Funktion des ebenen Pendels. § = 0 beschreibt den Zustand,
dass das Pendel nach unten héngt, das ist seine Ruhelage. 6 ist damit die Aus-
lenkung von der Ruhelage. Ansonsten treten in (1.62) noch die Pendellénge ¢,
die Pendelmasse m und die Schwerebeschleunigung g auf. Beachten Sie, dass
das Koordinatensystem nicht mehr vorkommt.

Zur Lagrange-Funktion (1.62) gehort die Bewegungsgleichung
. g . _
9+Z31n9—0. (1.63)

Bei kleinen Ausschligen kann man 1 —cos &~ 6#%/2 in der Lagrange-Funktion
setzen oder sinf ~ # in der Bewegungsgleichung:

é+%9:0. (1.64)

Die allgemeine Losung dieser Standard-Differentialgleichung ist

0(t) = acos(wt + ) mit w= % . (1.65)

a heifit Amplitude, w = 27/7 ist die Kreisfrequenz der Schwingung und 7
die Schwingungsdauer. Die Konstante o bezeichnet man als Phase. Insbeson-
dere ist bei kleinen Ausschldgen die Schwingungsdauer nicht vom Ausschlag
abhéngig. Das hat schon den jungen Galilei gewundert, als er wihrend der
Messe im Dom von Pisa die langsam schwingenden Leuchter beobachtet hat.

1.6.2 Sphirisches Pendel

Die Masse m kann sich auf der Kugeloberfliche

sin 6 cos ¢
x = /(| sinfsin ¢ (1.66)

1—cosf



18 1 Mechanik

im Schwerefeld bewegen. Sorgt man fiir ¢ = 0, dann hat man das ebene Pendel
realisiert. Jetzt aber sind der Azimut ¢ und die Auslenkung 6 von der Ruhelage
die verallgemeinerten Koordinaten. Fiir die Geschwindigkeit berechnen wir

cos f cos ¢ —sinfsin ¢
& =00 | cosfsing | +0b| sinfcosed | - (1.67)
sin @ 0

Die kinetische Energie ist

2 . .
T= %a}? - %(92 +sin20 $2), (1.68)
die potentielle Energie bleibt wie in (1.61).

Man hat es also mit der Lagrange-Funktion

. . me? - PR
L(6,6,0,0) = 7(9 + sin“f ¢°) — mgl(1 — cos ) (1.69)

zu tun.

Ubrigens, die Lagrange-Funktion (1.69) hingt nicht vom Winkel ¢ ab, weil
es eine Symmetrieachse gibt. Das ist die Achse durch den Aufhidngepunkt
in Richtung g, der Schwerebeschleunigung. Weil 0L /J¢ verschwindet, ist der
zugehorige verallgemeinerte Impuls OL/9¢ erhalten.

1.6.3 Rotierende Fiithrung

Als Beispiel fiir eine zeitabhéingige (rheonome) Zwangsbedingung hatten wir
den Fall angefiihrt, dass eine Masse auf einer sich drehenden Fiihrung ange-
bracht ist,

cos wt
T=7|sinwt| - (1.70)
0
Mit
cos wt —sinwt
&=7|sinwt | +rw| coswt (1.71)
0 0

berechnen wir
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T="g2= m(fQ + w?r?). (1.72)
2 2

Wir nehmen an, dass die Stange horizontal kreist. Die potentielle Energie

V = mgxs verschwindet dann, so dass die Lagrange-Funktion nur aus der

kinetischen Energie (1.72) besteht,

Lir,#) = (2 +w™r?). (1.73)

Das fiihrt auf die Bewegungsgleichung
P —wlr=0. (1.74)

Die Kraft mw?r auf das gefiihrte Teilchen ist eine Scheinkraft. Das erkennt
man schon daran, dass sie zur Masse m proportional ist. Die Wahl eines Nicht-
Inertialsystems fithrt ndmlich zu einer scheinbaren Beschleunigung, die man
als Kraft verkauft.

Die Schwerkraft auf einen Korper ist ebenfalls zu dessen Masse proportio-
nal. Ist die Schwerkraft vielleicht auch eine Scheinkraft? Albert Einstein?®
hat diesen Gedanken aufgegriffen und deswegen einen Grundpfeiler der Phy-
sik umgestiirzt, indem er die Vorstellung von universellen Inertialsystemen
aufgegeben hat. Die Schwerkraft kann wegtransformiert werden. Die Korper
bewegen sich dann auf geodéatischen Linien, also auf Trajektorien mit dem
kiirzesten Zeit-Raum-Abstand. Das sind aber im Allgemeinen keine Geraden.
Die Schwerkraft macht sich dadurch bemerkbar, dass Raum und Zeit verbogen
werden. Leider konnen wir in diesem Buch die Allgemeine Relativitéitstheorie
nicht griindlich abhandeln. Wir kommen aber im Abschnitt iiber Zeit und
Raum darauf zuriick.

1.7 Gedampfte Schwingungen

Wir betrachten irgendein schwingungsfihiges Gebilde. Das kann ein ebenes
Pendel sein, eine an einer Feder befestigte Masse, ein Molekiil, usw. Wir be-
handeln hier nur den einfachsten Fall: es gibt lediglich einen Freiheitsgrad.
Das System soll eine stabile Ruhelage haben, und die Abweichung davon wer-
den wir mit g bezeichnen. Die kinetische Energie soll in ¢ quadratisch sein,
die potentielle Energie muss bei ¢ = 0 ein Minimum besitzen. Das legt den
folgenden Ansatz nahe:

. m . my2?
L(g,4) = —¢° — ——

24 ... 1.75
5 54+ (1.75)

Die potentielle Energie wird um die Ruhelage entwickelt. Der in ¢ lineare Term
verschwindet, weil die potentielle Energie bei ¢ = 0 minimal ist. Dann kommt

20 Albert Einstein, 1879 - 1955, deutscher Physiker
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der in g quadratische Term, dessen Vorfaktor positiv sein muss. Folglich kann
man ihn als my2?/2 schreiben. Die fortgelassenen Terme spielen bei kleinen
Abweichungen von der Ruhelage keine Rolle.

Die Lagrange-Funktion (1.75) fithrt auf die Bewegungsgleichung
G+ 2%¢=0 (1.76)

fiir harmonische Schwingungen. Ein Pendel der Linge ¢ unter dem Einfluss
der Schwerebeschleunigung g ist ein Beispiel. Dann gilt £2% = g/¢.

Wir wollen in diese Bewegungsgleichung noch die Reibung einbauen. Die Rei-
bungskraft muss mit der Geschwindigkeit wachsen und gegen die Beschleuni-
gung gerichtet sein. Wir d&ndern unsere Bewegungsgleichung ab in

G+Tq+2%=0 (1.77)

Es wird sich gleich herausstellen, dass I" die Zeitkonstante fiir das Abklingen
der Energie in der Schwingung ist.

An der Bewegungsgleichung (1.77) ist noch etwas auszusetzen. Bis jetzt kann
die Energie nur dissipiert, an die Umgebung als Reibungswérme abgegeben
werden. Wir fithren noch einen Term b = b(¢) ein, der die Bewegung antreibt:

G+Tqg+2%g=0. (1.78)

b = b(t) ist proportional zu einer dufieren antreibenden Kraft (driving force).
Auf diesen Antrieb reagiert das geddmpfte schwingungsfahige System mit ei-
ner Abweichung g = ¢(t) von der Ruhelage.

Nun, die Funktion ¢ héngt linear vom Antrieb b ab. Das stellen wir durch

a(t) = / dt'G (.t )b(t") (1.79)

dar. Mehr noch, die Zeit taucht in (1.78) gar nicht explizit auf. Daher hingt
die Einflussfunktion G (auch Greensche?! Funktion genannt) nur von der
Zeitdifferenz zwischen der Ursache b(t’) und der Wirkung ¢(t) ab, G(¢,t') =
G(t — t’). AuBerdem soll die Ursache der Wirkung vorausgehen, deswegen
verschwindet G(7) fiir negatives Argument 7. Diese Uberlegungen lassen sich
in dem Ansatz

q(t) :[ dt'G(t —t")b(t") = /OOO drG(T)b(t — 7) (1.80)

zusammenfassen. 7 ist das Alter eines Einflusses.

Wir setzen (1.80) und die Zeitableitungen, nédmlich

21 George Green, 1793 - 1841, britischer Mathematiker und Physiker
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q(t) :G(O)b(t)+/ dt'G(t —t")b(t") (1.81)

t

4(t) = G(0)b(t) + G(0)b(t) + / dt'G(t —t")b(t") (1.82)

in die Bewegungsgleichung (1.78) ein und vergleichen:
G(0)=0, G0)=1 und G+ I'G+ 2°G =0. (1.83)

Diese Beziehungen garantieren, dass jede gemifl (1.80) berechnete Auslen-
kung tatséchlich der Bewegungsgleichung (1.78) geniigt, und zwar so, dass
die Ursache immer der Wirkung vorausgeht.

Wir setzen hier unterkritische Ddmpfung voraus, also 0 < I' < 2(2. Dann wird
(1.83) durch

1 —
1. I'r/2

G(r) == sinot (1.84)
w
gelost, mit
T2
o= 02— (1.85)

Die von auen einwirkende Beschleunigung b(t) bewirkt also die Auslenkung

Eil

g(t) = /OO dre 1712 Ginor bt —1). (1.86)

0

Ein einmaliger Kraftstof bei ¢ = 0 fiihrt zu

qit)=Ae —Ir/2 sin wt . (1.87)

Die Energie E = m(4? + £22¢%)/2 fillt also exponentiell ab, mit der Zerfalls-
konstanten I". Nach der Zeit 7 = 1/I" ist die Energie auf den Bruchteil 1/e
abgesunken. Man bezeichnet 7 = I' ! als die Lebensdauer der Anregung.
Wird das schwingungsfihige System dauerhaft mit b(¢t) = B coswt angeregt,
dann ergibt sich ¢(t) = A cos(wt — ).
Die Amplitude ist

B

A= N T (1.88)

Bei w = (2 ist diese Amplitude besonders grof}, und man spricht von Resonanz.
Die Resonanz ist umso schéirfer ausgeprégt, je kleiner die Ddmpfung ausféllt.
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Fiir die Phasenverschiebung ¢ ergibt sich

wl’

tan¢: m

(1.89)
Wie es sein sollte, ist bei sehr niedriger Frequenz die Antwort ¢(t) in Phase mit
der Anregung b(t). Mit wachsender Frequenz erhsht sich die Phasenverschie-
bung bis zur Resonanz, wo sie abrupt von m/2 zu —7/2 wechselt. Mit immer
hoheren Anregungsfrequenzen strebt die Phasenverschiebung dann wieder ge-
gen Null.

Am System wird in der Zeit dt die Arbeit mbdg geleistet. Fiir die Leistung
P = mbq berechnet man im Zeitmittel

p:

m w2l 9
3 (=Wt § 22 B (1.90)
Weil das System gedidmpft ist (I" > 0), fillt diese Leistung immer positiv aus.
Die Leistungsaufnahme als Funktion der Kreisfrequenz liefert die Kenngrofien
des Oszillators: Masse m, Resonanzfrequenz {2 und Dampfungskonstante I
Je schwiicher die Dampfung, umso grofler ist die Leistungsaufnahme an der
Resonanz. Das erkennt man an P = mB2/2I bei w = 2.

1.8 Elastische Stofie

Wir betrachten zwei Teilchen mit Massen mq und ms. Diese Teilchen wech-
selwirken mittels einer kurzreichweitigen Kraft. Die Wechselwirkung soll elas-
tisch sein in dem Sinne, dass keine Energie verloren geht, etwa durch bleibende
Verformung.

Vor dem Stofl haben die Massen die Impulse p; und p,. Nach dem Stofl hat
Teilchen 1 den Impuls p; und Teilchen 2 den Impuls p,. Weil der Gesamtim-
puls erhalten ist, gilt

P1+Py=P3+ Py (1.91)
Weil auch die Energie erhalten ist, muss zusétzlich
P _ p3  pi

2
b1
= 1.92
2ma + 2mo 2mq - 2me ( )

beachtet werden.

Wir machen uns zuerst einmal das Leben leicht, indem wir uns auf das Schwer-
punktsystem beziehen. Die Teilchen laufen dann mit gleichem Impuls aufein-
ander zu, und als Laufrichtung wahlen wir die z-Achse:
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0 0
pp=|0] und p,=1| 0 | - (1.93)
p —p

Die Gesamtenergie betrigt

p2

E==— 1.94
o (1.94)
wobei die reduzierte Masse p durch
1 1 1
—=—+— (1.95)
H mq ma
erklért ist.
Die Impulse nach der Streuung sind
psinf —psin@
P3 = 0 und p, = 0 . (1.96)
pcosf —pcosb

Damit haben wir bereits eingearbeitet, dass auch nach dem Stof8 der Gesam-
timpuls verschwinden und dass die Gesamtenergie ihren Wert behalten muss.
Lediglich die Flugrichtung der Teilchen darf sich &ndern, und zwar um den
Ablenkwinkel 6.

Das ist eigentlich schon alles. Die beiden Teilchen haben im Schwerpunkt-
system zusammen die Energie F und werden jeweils um den Ablenkwinkel 6
abgelenkt.

Allerdings fithrt man Stoflexperimente hiufig so aus, dass Teilchen 1 auf das
anfinglich ruhende Teilchen 2 geschossen wird. Denken Sie etwa an a-Teilchen
aus einem radioaktiven Préparat, die auf die Bleikerne in einer diinnen Fo-
lie (das target) aufprallen. Das Inertialsystem, in dem das Teilchen 2 ruht,
bezeichnen wir als Laborsystem.

Die Impulse im Laborsystem nennen wir p;, wobei vereinbarungsgeméf p; =
0 gelten soll. Die Umrechnung vom Schwerpunktsystem in das Laborsystem
wird also durch die Galilei-Transformation £ — &’ = x + ut vermittelt. Weil
sich dabei die Impulse um den Term myu &ndern, ist p, = mou zu wéhlen.

Das ergibt einmal

0 0
m
pr=|0|l+—1]o0 (1.97)
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fiir den Impuls des einlaufenden Teilchens und damit
E'=(1+—/)E. (1.98)

E’ ist die Gesamtenergie im Laborsystem. Sie ist stets grofier als die entspre-
chende Energie E' im Schwerpunktsystem. Nur wenn das Targetteilchen sehr
schwer ist, gibt es keinen Unterschied.

Der Impuls des gestreuten Teilchens ist

psin 6 0
/ my
ma

pcosf P

Fiir den Ablenkwinkel 6’ im Laborsystem (das ist der Winkel zwischen p;
und p4) berechnen wir

my + mo cosf

V/mZ +m2 + 2mimg cosf

cosf’ = (1.100)

Wieder gilt, dass es bei einem sehr schweren Targetteilchen zwischen dem
Ablenkwinkel 6 im Schwerpunktsystem und dem Ablenkwinkel 8’ im Labor-
system keinen Unterschied gibt.

Auch der andere Grenzfall ist plausibel. Wenn das gestreute Teilchen sehr viel
schwerer ist als das Targetteilchen, m; > msg, dann wird es praktisch nicht
abgelenkt: 6’ = 0.

Wenn die beiden Teilchen iiberhaupt nicht wechselwirken, verschwindet der
Ablenkwinkel, und zwar sowohl im Schwerpunkt- als auch im Laborsystem.

Ein Stof} ist zentral, falls der Ablenkwinkel im Schwerpunktsystem gerade
7w (180°) betrigt. Im Laborsystem heifit das dann #’ = 0 im Falle m; >
mo und 6 = 7w bei my < mo. Auch das ist plausibel. Bei einem zentralen
Stof3 fliegt das massivere Teilchen weiter in Vorwértsrichtung, wéhrend ein
leichteres reflektiert wird.

Bei einem zentralen Stofl zweier gleich schwerer Teilchen kommt das erste zur
Ruhe, wihrend das zweite mit dem aufgenommenen Impuls weiterfliegt. Das
gilt so natiirlich nur im Laborsystem.

Der vom Teilchen 1 auf das Teilchen 2 {ibertragene Impuls ist
A=p,—p,. (1.101)

Als Impulsdifferenz ist der Betrag dieses Vektors unter Galilei-Transformatio-
nen invariant. Der Impulsiibertrag kann durch den Schwerpunktimpuls p und
den Ablenkwinkel 6 im Schwerpunktsystem geméf
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.0
A = 2psin 5 (1.102)

ausgedriickt werden.

1.9 ZweikOrperproblem

Wir betrachten zwei Teilchen mit Massen my; und mo bei &1 bzw. x5. Den-
ken Sie beispielsweise an Erde und Sonne. Der Impulsaustausch (die Kraft)
zwischen den beiden Massenpunkten wird durch ein Potential ¢ beschrieben.

Die Lagrange-Funktion fiir dieses System ist

. . my mao .
L(xy, &1, o, &2) = 7133%+72a:§ —P(|xy — x1]) - (1.103)
Wir wollen ausniitzen, dass die Koordinaten der Massenpunkte nur iiber den
Abstand r = |x2 — x| eingehen. Dafiir definieren wir neue verallgemeinerte
Koordinaten durch
X:w und & = x9 — X7 . (1.104)
mi + Mo
Die X beschreiben den Schwerpunkt, die  heilen Relativkoordinaten. Die
alten Koordinaten lassen sich durch die neuen wie folgt ausdriicken:
wlzX—&:c und wng—l—La:. (1.105)

my + mo my + mo

In den neuen Koordinaten hat die Lagrange-Funktion die Gestalt

L=L,+L, (1.106)
mit

Lo(X,X) = %XQ (1.107)
und

Lo(z, @) = %gb? —&(|z)). (1.108)

M = my + mq ist die Gesamtmasse, p = myms/M heiit reduzierte Masse.
Man sieht, dass die Lagrange-Funktion in zwei Teile zerfillt.

Der erste Teil Lg beschreibt die Bewegung des Schwerpunktes. Es handelt sich
um eine Masse M an der Stelle X, die sich kréftefrei bewegt. Die verallge-
meinerten Koordinaten X sind zyklisch, denn sie kommen in L; nicht vor.
Folglich sind die Komponenten
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0L,

P S - MX 1.109
" 0X, k (1.109)

zeitlich konstant.

Der zweite Teil L, ist fiir die Bewegung relativ zum Schwerpunkt zusténdig.
Nur damit miissen wir uns weiter befassen.

Wir haben es mit der folgenden Bewegungsgleichung zu tun:
o T / .
uk =——&'(r) mit r=|x|. (1.110)
T

&'(r) > 0 bedeutet Anziehung, wie wir das schon im Abschnitt iiber Poten-
tial und Energie festgestellt hatten. Die Relativbewegung sieht so aus, als ob
die reduzierte Masse sich in einem &dufleren Zentralkraftfeld bewegte. p = px
ist der Relativimpuls, £ = & x p der Drehimpuls, ndmlich in Bezug auf den
Schwerpunkt des Systems. Indem man die Bewegungsgleichung (1.110) vek-
toriell mit & multipliziert, kann man

£=0 (1.111)

nachweisen. Der auf den Massenmittelpunkt bezogene Drehimpuls eines Zwei-
korper-Systems ist erhalten.  und & stehen auf dem zeitlich konstanten Dre-
himpulsvektor £ senkrecht. Das bedeutet:

Die beiden Korper bewegen sich in einer festen Ebene.

Ohne Beschriinkung der Allgemeingiiltigkeit diirfen wir also

7 COS @
@ = | rsing (1.112)
0

ansetzen. Anders ausgedriickt, wir wihlen das Inertialsystem so, dass der Ko-
ordinatenursprung im Massenmittelpunkt angebracht wird und der Drehim-
pulsvektor in 3-Richtung zeigt.

Die Lagrange-Funktion fiir die Relativbewegung ist nun

Ly(r,7,¢,¢) = g(fz +12%) — d(r). (1.113)
Wir miissen also die beiden Bewegungsgleichungen

it — prd? + @'(r) =0 (1.114)
und

d .
Z ¢ = 1.11
o =10 (1.115)
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16sen. Mit der zweiten geht das einfach: ¢ = ur%{) ist konstant. Nicht nur
die Richtung des Drehimpulsvektors ist zeitlich erhalten, sondern auch der
Drehimpuls um diese Richtung, also .

Wir kénnen nun die stérende Winkelgeschwindigkeit ¢ in (1.114) entfernen,
2

-
ur—ﬁ—i—@’(r):O. (1.116)

Nun endlich haben wir es geschafft, das Problem auf den einen wesentlichen
Freiheitsgrad zuriickzufiihren, den Abstand r zwischen den Massenpunkten.
Ubrigens kann man (1.116) aus der Lagrange-Funktion

62
2pur?

Lir,#) = 5i% = Vegr(r) mit Ver(r) = 53— + B(r) (1.117)
ableiten. Das effektive Potential besteht aus dem abstoflenden Term (Zentri-
fugalbarriere) ¢2/2ur? und dem wirklichen Potential. Im folgenden Abschnitt
werden wir das Potential fiir die Gravitations-Wechselwirkung einsetzen und
die Planetenbewegung studieren.

Das effektive Potential fiir Gravitationswechselwirkung ist in Abbildung 1.2
dargestellt.

Die Energie der Relativbewegung unserer beiden Massenpunkte ist

K2 §
+ Ver 5" +2w"2

+®(r). (1.118)

Diese Energie ist ebenso wie der Drehimpuls erhalten. Das verwundert nicht,
weil die Gesamtenergie und die Schwerpunktsenergie fiir sich erhalten sind.

1.10 Planetenbewegung

Die Sonne ® ist 333000 mal schwerer als die Erde. Alle Planeten zusammen
wiegen etwa 500 Erdmassen. Es ist daher eine gute Naherung, zuerst einmal
nur das System aus Sonne und jeweils einem Planeten zu betrachten. Die
iibrigen Planeten stéren dann die so berechneten Planetenbahnen ein wenig.
Das kann man anschlieffend korrigieren.

Wegen 1/p = 1/m+1/mg darf man die Planetenmasse m mit der reduzierten
Masse u identifizieren. Bei Doppelsternen muss man genauer rechnen.

Wir wissen bereits, dass sich die Sonne und ein Planet in einer festen Ebene
bewegen. Der Vektor (Leitstrahl) von der Sonne zum Planeten hat die Liange
r, und der Winkel in Bezug auf eine Bezugsrichtung in dieser Ebene wird mit
¢ bezeichnet.
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Vets

E<O

Abb. 1.2. Wenn das System die negative Energie F hat, dann kann der Radius
nur zwischen den beiden markierten Werten variieren (Umkehrpunkte). Nur
in diesem Bereich ist die kinetische Energie positiv, wie es sein muss.

Nicht nur der Normalenvektor auf der Bahnebene ist eine Erhaltungsgrofe,
sondern auch der Drehimpuls um diese Achse, ndmlich

{=mr¢. (1.119)
Diese Beziehung kann man als

d __t d (1.120)

At~ mr2deo
lesen. Das ist niitzlich, wenn man die Bahnform r = r(¢) direkt berechnen
mochte.
Das Wechselwirkungspotential zwischen Planet und Sonne ist

B(r) = —GmTQ . (1.121)

Damit haben wir die Bewegungsgleichung

2 Gmmg
5 (1.122)

zu 10sen.
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Mit (1.120) wird daraus

¢ d ¢ d 2 Gmmeg

m————s—1r=— .
mr? d¢ mr? do mr3 72

(1.123)

Wegen

1 dr dr—t
—_—— = 1.124
r2 do do ( )

kénnen wir mit « = 1/r in

0242 (d2u

m g +u) = Gmmeu? (1.125)

umformen, also in

d*u 1 02

— =— mit R=——+—. 1.126

iz thTp ™ Gm2mg (1.126)
Die allgemeine Losung dieser linearen inhomogenen Differentialgleichung be-
steht aus der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung und
einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung. Also:

_ 1l+ecoso R

u(¢) 7 bzw. r(¢) = Trccosd’

(1.127)

Dabei haben wir den kleinsten Abstand willkiirlich mit ¢ = 0 zusammenge-
legt.

Solche Bahnen sind Kegelschnitte. Bei € = 0 handelt es sich um einen Kreis.
Exzentrizititen im Bereich 0 < € < 1 beschreiben Ellipsen. Im Falle ¢ = 1
erreicht der Abstand r beim Winkel ¢ = 7 das Unendliche, es handelt sich also
um eine Parabel . Kegelschnitte mit Exzentrizitdten ¢ > 1 sind Hyperbeln.

Unter Planeten versteht man einigermaflen grofle Massen, die auf Dauer an
die Sonne gefesselt sind. Thr Abstand bleibt also immer endlich, und deswegen
bewegen sie sich auf Ellipsen um die Sonne. Der Massenmittelpunkt ist ein
Brennpunkt dieser Ellipse.

Die Planetenbahnen sind Ellipsen. In einem der beiden Brennpunkte steht die
Sonne.

So hat Johannes Kepler??

heifit:

Der Leitstrahl von der Sonne zum Planeten iiberstreicht in gleicher Zeit die
gleiche Fliche.

sein erstes Planetengesetz formuliert. Das zweite

22 Johannes Kepler, 1571 - 1630, deutscher Astronom und Mathematiker
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In der Tat, pro Zeiteinheit iiberstreicht der Vektor @ die Fliche dA/dt =
r2¢/2 = £/2m, und das ist eine Konstante der Bewegung.

Das dritte Keplersche Gesetz handelt von den groflen Halbachsen a der Ellip-
sen und von den Umlaufzeiten 7.

Die grofie Halbachse ist der Mittelwert aus kleinstem und gréfitem Planeten-
abstand. Dafiir berechnet man

R

Die kleine Halbachse ist dann

R
— 2
b=ay1—¢e = = (1.129)

Das Produkt aus (konstanter) Flichengeschwindigkeit ¢/2m und Umlaufzeit 7
ist gerade mab, die Flache einer Ellipse mit Halbachsen a und b. Das bedeutet

2 3
7= 27rmf (1- )32 =27 G‘;ﬂ@ . (1.130)
In der Fassung
a®  Gmg
5T g (1.131)

ist das Keplers drittes Planetengesetz:

Das Verhéltnis aus dem Kubus der grofien Halbachse zum Quadrat der Um-
laufzeit ist fiir alle Planeten dasselbe.

Die beiden ersten Gesetze hat der schwébische Protestant Johannes Kepler
1609 publiziert??, das dritte 1619%4. Sie waren das Ergebnis sorgfiltiger Beob-
achtung und Auswertung. Sie stiitzen sich auf die Einsichten des Domherren
Nikolaus Kopernikus?®, der an dem Tag gestorben ist, als er sein Lebenswerk?®
gedruckt zu sehen bekam. Manche meinen, dass er das Buch erst dann hat
drucken lassen, als er sich vor Verfolgung nicht mehr fiirchten musste.

Galileo Galilei kannte die von Johannes Kepler vorgetragenen Argumente zu
den Gesetzen der Planetenbewegung. Warum aber bewegen sich die Planeten
auf Ellipsen, so dass der Leitstrahl von der Sonne zum Planeten in gleicher
Zeit gleiche Fliachen tiberstreicht? Was ist die Erklarung dafiir, dass die dritte
Potenz des mittleren Abstandes proportional zum Quadrat der Umlaufzeit

23 Astronomia nova (Neue Astronomie)

24 Harmonia mundi (Weltharmonie)

25 Nikolaus Kopernikus, 1473 - 1543, polnisch/deutscher Astronom

26 De revolutionibus orbium coelestium (Uber die Umldufe der Himmelskorper),
1543
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ist? Der Grund dafiir muss darin liegen, dass die Planeten eigentlich geradeaus
laufen wollen, durch die Kraft der Sonne aber auf eine elliptische Bahn um die
Sonne gezwungen werden. Durch welche Kraft? Galilei hat diese Frage nicht
mehr beantworten kénnen. Erst Isaak Newton hat es geschafft, mit dem von
ihm erfundenen Instrument der Differentialrechnung die Keplerschen Gesetze
zu begriinden. Dieselbe Schwerkraft, die einen Apfel vom Baum fallen lésst,
fesselt auch die Planeten an die Sonne. Wenn die Schwerkraft zwischen zwei
Massen wie 1/7% mit dem Abstand r abfiillt, dann miissen sich die Planeten auf
Ellipsen um die Sonne bewegen, so dass die Flichengeschwindigkeit zeitlich
konstant und das Verhiltnis a3/72 fiir alle Planeten gleich ist.

Die Planetenbahn wird geometrisch durch die grole Halbachse a und die Ex-
zentrizitét e beschrieben. Physikalisch interessant sind jedoch die Erhaltungs-
groflen, ndmlich Drehimpuls ¢ und Energie E' der Relativbewegung.

1.11 Starre Korper

Die Krifte, die einen starren Korper zusammenhalten, haben wir schon im
Abschnitt iiber Zwangsbedingungen erwihnt. Sie miissen sicherstellen, dass
alle Abstédnde

|z — ol = dap (1.132)

der Bestandteile gleich bleiben. Da wir {iber das Werkzeug der Lagrange-
Theorie verfiigen, brauchen wir uns nicht mehr um diese Zwangskrifte zu
kiimmern. Wir miissen lediglich den starren Korper durch verallgemeinerte
Koordinaten beschreiben. Wenn dann kinetische und potentielle Energie in
den verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten ausgedriickt sind,
ist es zu den Bewegungsgleichungen nicht mehr weit.

Als Ort X des starren Korpers vereinbaren wir den Schwerpunkt :

MX = mem, mit M= m,. (1.133)

Wir konnen das auch fiir kontinuierlich verteilte Masse aufschreiben. Mit der
Massendichte o = o(x) gilt

MX:/d%g:c mit M:/d%g. (1.134)

Dabei ist iiber den gesamten starren Korper zu integrieren.

Im Schwerpunkt befestigen wir (in Gedanken) ein kartesisches Koordinaten-
system, das sich mit dem Korper mitbewegen soll. Die Koordinaten eines
Punktes in Bezug auf das korperfeste Koordinatensystem wollen wir mit &
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bezeichnen. Mit g = (&) bezeichnen wir die Massendichte im bewegten Sys-
tem. Definitionsgeméif gilt

/d%@@zo, (1.135)

denn in Bezug auf ein im Schwerpunkt angebrachtes Koordinatensystem hat
der Schwerpunkt die Koordinaten X = 0.

Ein und derselbe Punkt im starren Korper hat in Bezug auf das Inertialsystem
die Koordinaten x, in Bezug auf das korperfeste Koordinatensystem dagegen
Z. Die Umrechungsvorschrift formulieren wir als

x =X+ Rz. (1.136)

Dabei ist R eine orthogonale Matrix, RRT = I.

Die Schwerpunktkoordinaten X und die Drehmatrix R beschreiben die Frei-
heitsgrade des starren Korpers, insgesamt sechs, und wir werden sie als ver-
allgemeinerte Koordinaten verwenden.

In dieser Einfiihrung in die klassische Mechanik kénnen wir uns nur auf Dre-
hungen um eine feste Achse einlassen. Die allgemeine Theorie fiir die Bewe-
gung eines starren Korpers (Kreiseltheorie) ist recht kompliziert.

Nehmen wir also an, der Koérper drehe sich um die 3-Achse. In Bezug auf das
Inertialsystem bewegt sich Teilchen a auf der Bahnkurve

COS P Tq1 + SN @ Ty
=X+ | —sing Za1 + coSQ Tyo (1.137)

z3
und hat die Geschwindigkeit

—Sin @ Tg1 + COS P Tyo
,=X+¢ —COS P Ty — SINQ T | - (1.138)
0

Fiir die kinetische Energie berechnen wir

T = Zm“' —X + ¢> (1.139)

Dabei wurde X = 0 beriicksichtigt (im ortsfesten Koordinatensystem ist der
Schwerpunkt der Koordinatenursprung). Auflerdem haben wir das Tréigheits-
moment © um die 3-Achse eingefiihrt,
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O = ma(To +Too) . (1.140)
Dafiir sollten wir aber besser
6= /d% o (73 + 73) (1.141)

schreiben. Das Triigheitsmoment einer homogenen Walze (Lénge L, Durch-
messer 2R, Masse M) beispielsweise ist

M R 1
L[ dr2nrr® = 5MR?. (1.142)

6 =—
L7TR2 0

Alle Triigheitsmomente sind zur Gesamtmasse und zum Quadrat der typischen
Achsenentfernung proportional. Der Vorfaktor (hier 1/2) hingt dann von der
Geometrie des Korpers und von der Massenverteilung ab.

Wir bleiben bei diesem Beispiel. Wie rollt diese Walze auf einer schiefen Ebe-
ne?

» L1

Abb. 1.3. Eine Walze mit Radius R rollt auf der um den Winkel o geneigten
Ebene unter dem Einfluss der Schwerebeschleunigung

Nun, dndert sich der Drehwinkel ¢ um d¢, dann legt die Walze den Weg
ds = —Rd¢ (1.143)

zuriick. Diese Bedingung ist als Zwangsbedingung fiir 'rollen’ aufzufassen, eine
Beziehung zwischen Differentialen. Allerdings lisst sich (1.143) zu s = sg— R¢
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integrieren, so dass wir 'rollen’ durch eine holonome Zwangsbedingung be-
schreiben konnen, als einen funktionalen Zusammenhang zwischen Koordina-
ten.

Wir entschliefen uns jetzt, die zuriickgelegte Strecke s auf der schiefen Ebene
als verallgemeinerte Koordinate zu benutzen. Damit ist
M 08

T="41

5 > 72 (1.144)

die kinetische Energie.

Der Neigungswinkel der Ebene sei a. Die potentielle Energie der Walze im
Schwerefeld ist dann

V = (mgsina)s. (1.145)

Dabei haben wir die potentielle Energie bei s = 0 willkiirlich zu 0 festgesetzt.
Die rollende Walze wird damit durch die Lagrange-Funktion

1 e
L(s,$) = 3 (M + TRQ) 5% — (mgsina) s (1.146)
und durch den Ausdruck (1.142) fiir das Trégheitsmoment beschrieben.
Es handelt sich also um ein Problem der Art M*§ = —g*. Die effektive Masse
M* = M +6/2R? ist wegen des Rotations-Freiheitsgrades grofer als die wirk-
liche Masse M und die effektive Schwerebeschleunigung ¢g* = gsin « kleiner
als die wirkliche Schwerebeschleunigung g.

1.12 Relativitit

Ganz am Anfang dieser Einfilhrung haben wir den Begriff eines Inerti-
alsystems diskutiert. In Bezug auf ein Inertialsystem werden die Bahnen
kriiftefreier Teilchen durch einen linearen Zusammenhang zwischen Ort und
Zeit beschrieben. Die Umrechnungsvorschriften zwischen verschiedenen Iner-
tialsystemen miissen diese Linearitét erhalten.

Die Galilei-Transformationen
t'"=t und ¢’ =a+ Rz +ut (1.147)

geniigen diesen Anforderungen. Sie formulieren die naive Vorstellung, dass das
Weltall einen universellen Taktgeber (Zeit) hat.

Wir werden bald sehen, dass die rundum erfolgreichen Maxwell-Gleichungen?7
fiir das elektromagnetische Feld vorhersagen, dass Licht im Vakuum immer

2T James Clerk Maxwell, 1831 - 1871, britischer Physiker
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dieselbe Geschwindigkeit ¢ hat. Damit steht (1.147) im Widerspruch, denn
man kann ja offensichtlich jede Geschwindigkeit um w vermehren. (1.147) darf
man nur dann anwenden, wenn die Geschwindigkeiten klein bleiben. Unter
diesem Vorbehalt stehen beispielsweise die Ergebnisse des Abschnittes iiber
Elastische Stofle. Bei der Umrechnung vom Schwerpunkt- auf das Laborsystem
haben wir die Galilei-Transformation (1.147) angewendet. Das ist nur bei
kleinen Geschwindigkeiten zuléssig.

Um die richtige Umrechnungsvorschrift aufzuspiiren, folgen wir Albert Ein-
stein. Er hat konsequent das Relativitdtsprinzip in den Vordergrund seiner
Uberlegungen gestellt: Bewegung ist immer relativ.

Offensichtlich ist der naive Zeitbegriff, der hinter (1.147) steckt, genauer zu
untersuchen. Zeit ist, was man mit einer Uhr misst. Wir bauen uns daher erst
einmal eine Modelluhr.

Abb. 1.4. Eine Modelluhr

Dazu moge eine Stange der Lénge ¢ dienen, die an beiden Enden Blitzgeriite
hat, die beim Eintreffen von Licht (idealisiert verzogerungsfrei) aktiviert wer-
den. Der Takt einer solchen Uhr betréigt also

s 2 (1.148)

Das gilt fiir den relativ zur Uhr ruhenden Beobachter.

Wir wollen nun die Uhr mit Geschwindigkeit u in 3-Richtung bewegen, wobei
die Uhr senkrecht dazu steht.

Kann sich die Querabmessung éndern? Stellen Sie sich zwei Bénder der Breite
b vor. Das eine wird relativ zum anderen bewegt. Wenn das bewegte Band
schmaler wiirde, dann stiinde das ruhende Band hervor, und man kénnte
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cr’ /2

/
0 ut'/2 uT’_Z

Abb. 1.5. Die Stabuhr steht senkrecht auf der Bewegungsrichtung

zwischen den Zustdnden 'ruhend’ und ’bewegt’ unterscheiden. Das darf nicht
sein.

Ein bewegter Maflstab zeigt eine unverdnderte Querabmessung.

Bei (ct,x1,z2,23) = (0,0,0,0) wird ein Lichtblitz am unteren Ende der Sta-
buhr ausgesendet. Dieser Lichtblitz trifft bei (e7’/2,¢,0,ur’/2) am oberen
Ende ein und 15st einen neuen Blitz aus, der wiederum bei (¢7’,0,0,ur’) am
unteren Ende eintrifft. Nach dem Satz des Pythagoras gilt

('c/2)? = (1'u/2)* + £* (1.149)

oder

’ T

S (1.150)

V1= (u/c)?
Der Takt einer sich bewegenden Uhr wird langer.

Zwar haben wir das nur fiir eine Stabuhr gezeigt, die senkrecht auf der Bewe-
gungsrichtung steht. Die Aussage gilt aber fiir alle Uhren, die im Ruhesystem
mit unserer Stabuhr synchron laufen. Denn wiirden andere Uhren eine andere
Taktverlangerung oder gar keine aufweisen, dann koénnte man damit feststel-
len, ob sich eine Uhr bewegt oder ob sie ruht. Nach dem Relativitatsprinzip
ist das unmoglich. Die Taktverldngerung ist also nicht eine Eigenschaft der
Stabuhr, sondern aller Uhren, also der Zeit. Deswegen spricht man in diesem
Zusammenhang auch von Zeitdehnung?®.

28 Zeitdilatation
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131
utq 0+ utq

to

7'/ - —>
v
Zeit

Abb. 1.6. Die Stabuhr liegt parallel zur Bewegungsrichtung

Wir kippen jetzt unsere Stabuhr, so dass sie in Léngsrichtung zeigt. Be-
wegt sich der Stab mit Geschwindigkeit u, dann ist mit einer moglicherweise
verinderten Lénge £’ zu rechnen.

Wieder wird bei (ct, x1, z2, 23) = (0,0, 0,0) ein Lichtblitz am hinteren Staben-
de ausgeschickt. Der trifft bei (ctq,0,0,¢’ + ut;) am vorderen Stabende ein.
Das unmittelbar emittiert Signal 1auft nun mit Lichtgeschwindigkeit riickwérts
und wird an dem hinteren Stabende bei (ct; + cta,0, 0, u(t; + t2)) empfangen.
Es gilt ct1 = €'ty und cto = £'+ut; —u(ty +t2). Zusammen mit t1 +to = 7’
fithrt das auf??

0 =10\/1— (ujc)?. (1.151)

Ein bewegter Maflstab zeigt eine verkiirzte Langsabmessung.

Unter Inertialsystem wollen wir weiterhin ein kartesisches Koordinatensystem
mit einer im Ursprung angebrachten Uhr verstehen. Ereignisse bei  werden
mit Lichtgeschwindigkeit zum Ursprung gemeldet und dort registriert, wobei
die Eintreffzeit um die Laufzeit |x|/c zu vermindern ist. So setzt man die
Raum-Zeit-Koordinaten eines Ereignisses ¢t und x fest.

Zwischen zwei Inertialsystemen, die sich relativ zueinander in 3-Richtung mit
Geschwindigkeit © = B¢ bewegen, wird durch die folgende Beziehung umge-
rechnet:

29 die Zeitdehnung ist bei allen Uhren dieselbe
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ct’ 1/4/1=6200p3/y/1—p2 ct
x{ 0 10 0 X

_ . (1.152)
x4 0 01 0 o

x4 B/\/1-=p2001/y/1— (2

Damit haben wir die voranstehenden Uberlegungen zusammengefasst:

]

3

e Der alte Koordinatenursprung hat in Bezug auf das neue System die Ge-
schwindigkeit u

e (Querabmessungen bleiben unveréndert

e Die Zeit wird um den Faktor 1/4/1 — 32 gedehnt

e Das Ereignis (—3¢,0,0,¢) wird in (0,0,0,¢) abgebildet, und in diesem
Sinne verkiirzt sich die Langsabmessung eines Mafistabes um den Faktor

V1= 72

(1.152) ist eine Lorentz-Transformation®’. Wie man sieht, ist die Galilei-
Transformation mit u = (0,0, ) die Ndherung an die entsprechende Lorentz-
Transformation im Falle |u| < c.

So wie Zeit und Ort geméfl (ct,x) zu einem Vierervektor zusammengefasst
werden, kann man auch Energie F und Impuls p zu einem Vierervektor
(E/c, p) vereinigen. Ein ruhendes Teilchen mit Masse m hat die Energie £ =
mc? und damit den Viererimpuls (mec,0,0,0). Die Lorentz-Transformation
(1.152) und eine anschlieffende Drehung machen daraus

mc2 mu

E=——0-"  wudp=——0 (1.153)

N N

Das ist der korrekte Zusammenhang zwischen Masse m, Geschwindigkeit u,
Impuls p und Energie E eines Teilchens.

1.13 Zwillingsparadoxon

Von Anfang an hat die Relativitidtstheorie Einsteins die Gemiiter bewegt und
ist dabei auch auf heftige Ablehnung?®! gestofien. Dass bewegte Uhren langsa-
mer gehen als ruhende—das widerspricht dem gesunden Menschenverstand,
der durch die Jahrtausende hindurch gepriagt worden ist durch Erfahrungen
mit kleinen Geschwindigkeiten.

39 Hendrik Antoon Lorentz Lorentz, 1853 - 1928, niederlindischer Mathematiker
und Physiker

31 Beispielsweise hat der Nobelpreistriger Philipp Lenard die Relativititstheorie als
"typisch jiidische Spitzfindigkeit’ geschmiht.
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Man verdeutlicht den Widerspruch zum gesunden Menschenverstand gern am
Zwillingsparadoxon. Die Zwillinge Castor und Pollux waren gleich alt, als
Pollux eine Reise antritt. Castor bleibt zu Haus, und Pollux entfernt sich mit
Geschwindigkeit v. Nach einiger Zeit dreht er um und bewegt sich nun auf
Castor zu, wiederum mit Geschwindigkeit v. Wenn sich die beiden wieder
treffen, ist Castor die Zeitspanne At alter, wihrend Pollux nur um

’02
Ar=y\[1- 5 At (1.154)

gealtert ist. Nach der Reise sind Castor und Pollux zwar noch immer Zwillinge,
sie sind aber verschieden alt, eine paradoxe Feststellung.

Oft wird argumentiert, das Ergebnis (1.154) miisse falsch sein, weil Castor und
Pollux verschieden behandelt werden. Tatséchlich, so der Einwand, bewegen
sich die Zwillinge eine Zeit lang voneinander weg, und dann wieder aufein-
ander zu. Castor und Pollux kommen in dieser Beschreibung austauschbar
vor, also konnen sie nicht verschieden schnell altern. Der Widerspruch ist nur
scheinbar (Paradoxon), denn Castor hat immer in Bezug auf ein und dasselbe
Inertialsystem geruht, aber von Pollux kann man das nicht sagen.

Der Altersunterschied macht sich allerdings nur bei groflen Geschwindigkeiten
bemerkbar. Wenn ein Pilot insgesamt 10 Jahre lang mit 1060 km/h fliegt,
dann sind die anderen danach nur 0.16 ms ilter als er. Bei v/c = 0.9 dagegen
ist der Faktor in (1.154) bereits 0.44, der Effekt ist also nicht zu {ibersehen.
Allerdings wird bei der obigen Argumentation die Geschwindigkeit abrupt
von v in —v gedndert. Vielleicht geschehen dabei merkwiirdige Dinge, so dass
(1.154) nicht mehr stimmt?

Um auch diesen Einwand zu entkréften, fithren wir das folgende Gedanken-
experiment durch.

Castor bleibt beim Bodenpersonal, und Pollux begibt sich auf eine Reise zum
Sirius in 8.6 Lichtjahren Entfernung. Damit w#hrend des gesamten Fluges
Bedingungen wie auf der Erde herrschen, beschleunigt das Raumschiff mit g,
der Schwerebeschleunigung auf der Erdoberfliche. Auf halbem Wege wird die
Raumstation umgedreht und bremst auf diese Weise. Beim Sirius steht man
fiir einen Moment still, macht schnell alle Beobachtungen und fliegt zuriick
zur Erde. In der Mitte wird wieder umgedreht, so dass das Raumschiff bei der
Bodenstation zur Ruhe kommt.

Wir bezeichnen die Zeit, die von der Borduhr abgelesen wird, mit s. Diese
Eigenzeit hingt mit der Zeit ¢ der ruhenden Bodenstation geméf

= (1.155)

v
1-=
C

zusammen. Dabei ist v = da/dt die Geschwindigkeit des Raumschiffes.
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Wir beschreiben die Trajektorie der Raumstation durch t = t(s), x =y =0
und z = z(s). t ist die Zeit der Bodenstation und z die Entfernung von der
Bodenstation auf dem direkten Weg zum Sirius.

Man iiberzeugt sich leicht von
At -2 =¢2. (1.156)

Dabei bedeutet von jetzt ab der Punkt iiber einer Funktion die Ableitung
nach der Eigenzeit s.

Auflerdem fordern wir
At = g%, (1.157)

Bei kleiner Geschwindigkeit stimmen die Zeit ¢ der Bodenstation und die Zeit
s des Raumschiffes iiberein, und (1.157) besagt, dass es mit g beschleunigt
oder gebremst wird. (1.157) verallgemeinert diese Aussage auf beliebige Ge-
schwindigkeiten. Das wird im Abschnitt iiber Zeit und Raum ausfiihrlicher
begriindet.

Wir geben hier eine Losung von (1.156) und (1.157) an:
1
t(s) = po sinh(g*s) und z(s) = gi* {cosh(g*s) — 1} . (1.158)

Dabei wurde g/c mit g* abgekiirzt32.

Dass (1.158) den beiden Bedingungen (1.156) und (1.157) geniigt, lésst sich
einfach nachrechnen. Fiir den Anfang der Reise gilt

t=s4... sowie Z:gSQ-i-..., (1.159)

wie es sein muss.

Wir verwenden die Losung (1.158) bis zur Mitte zwischen Sonnensystem und
Sirius. Danach schliefen wir stetig und mit stetiger erster Ableitung eine
dhnliche Losung mit —g* an, und dasselbe auf dem Riickweg in der Mitte.

Man sieht, dass nach der Riickkehr von der Sirius-Mission der Raumfahrer Pol-
lux etwa 9 Jahre élter ist, Castor vom Bodenpersonal dagegen 21 Geburtstage
gefeiert hat.

Experimente mit Elementarteilchen bestéatigen es: jedes Teilchen, jeder Kérper
hat seine eigene innere Uhr. Die Lebensdauer eines instabilen Teilchens bei-
spielsweise richtet sich nach der Eigenzeit. Myonen, die in den oberen Luft-
schichten erzeugt werden, kénnen durchaus bis zur Erdoberfliche gelangen,
obgleich sie nicht ldnger als zwei Mikrosekunde leben und dabei selbst mit
Lichtgeschwindigkeit nur etwa 600 Meter weit fliegen diirften.

32 g* hat den Wert 1.035/Jahr.
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Entfernung von der Bodenstation (Lichtjahre)

Z=

|
4 8 12 16 20
t = Zeit der Bodenstation (Jahre)

Abb. 1.7. Abstand des Raumschiffes von der Erde in Abhéngigkeit von der
Zeit der Bodenstation. Die Marken auf der Trajektorie sind in Absténden von
einem Jahr Bordzeit angebracht.

1.14 Geladene Teilchen

Das elektromagnetische Feld macht sich durch seine Wirkung auf geladene
Teilchen bemerkbar. Unter Ladung ist hier die elektrische Ladung gemeint.
Das Elektron trigt die Ladung —e, das Proton die Ladung +e. Die Naturkon-
stante e bezeichnet man als Elementarladung??.

Durch das Vorhandensein und die Bewegung anderer geladener Teilchen ist
jeder Punkt des Raumes eine Impulsquelle:

p=q(E+vxB). (1.160)

FE heifit elektrische Feldstérke, B ist die (magnetische) Induktion. Die beiden
Felder E = E(t,z1,22,23) und B = B(t, z1,z2,3) zusammen beschreiben
das elektromagnetische Feld. Wie das elektromagnetische Feld erzeugt wird
und wie es sich verdndert, ist Gegenstand der Elektrodynamik. Hier wollen

33 ¢ =1.602x 107'° As
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wir uns mit einfachen, vorgegebenen Feldern beschéftigen und wie diese auf
geladene Teilchen einwirken.

(1.160) besagt, dass ein geladenes Teilchen pro Zeiteinheit einen zur Ladung
q proportionalen Impulszuwachs erfihrt, also eine Kraft verspiirt. Diese so
genannte Lorentz-Kraft setzt sich aus einem von der Teilchengeschwindigkeit
v unabhingigen Teil und einem zur Geschwindigkeit proportionalen Anteil
zusammen. Das erklart die Aufspaltung des elektromagnetischen Feldes in
den elektrischen und magnetischen Anteil.

Diese Aufteilung héangt tibrigens vom Bezugssystem ab. Unter einer Lorentz-
oder Galilei-Transformation #ndert sich die Geschwindigkeit, und damit die
Aufteilung des elektromagnetischen Feldes in elektrischen und magnetischen
Anteil. Davon jedoch spiéter.

In einem konstanten elektrischen Feld wird ein geladenes Teilchen in Feldrich-
tung beschleunigt. Zum Feld

0
E(t,z1,22,23) = | 0 (1.161)
E
passt z. B. die Losung
0
pit)y=1 0 |- (1.162)
qEt

Wenn man sich auf geniigend kleine Geschwindigkeiten beschréinkt, darf man
alle klassischen Ergebnisse iiber Wurfparabeln verwenden.

In einem homogenen Magnetfeld

0
B(t,l‘l,l'g,xg) =10 (1163)
B

werden elektrisch geladene Teilchen auf Kreisbahnen gefiihrt.

Wir setzen

cos wt
T =R | sinwt (1.164)
0
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an. Die Geschwindigkeit ist

—sinwt
v = Rw cos wt N (1165)
0
der Impuls also
—sinwt
mBRw
p= N e R coswt (1.166)
0
Fiir die Zeitableitung des Impulses berechnen wir
) cos wt
. mRw .
p= N I Rt sin wt (1.167)
0
Das soll nun mit gv X B {ibereinstimmen, also mit
coswt
quB sinwt | - (1168)
0
Der Vergleich ergibt
- _4p. (1.169)

V91— R?w?/c? T m

Mit der magnetischen Induktion wichst auch die Kreisfrequenz. Allerdings
kann die Umlaufgeschwindigkeit nicht grofler als die Lichtgeschwindigkeit wer-
den. Bei kleinem Magnetfeld geht der Bahnradius gar nicht ein.
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Elektrodynamik

Maxwells zweibdandiges Werk iiber Elektrizitdt und Magnetismus, das 1873
erschienen ist, sollte in die Liste der einflussreichsten Biicher aufgenommen
werden. Man wird lange nach einem Gedankengebdude suchen miissen, das
nie wieder umgebaut werden musste und von dem so viele Impulse fiir die
moderne Zivilisation ausgegangen sind. Die Maxwellsche Theorie des elektro-
magnetischen Feldes ist die wissenschaftliche Grundlage fiir Elektrotechnik,
Elektronik und Optik, um nur die wichtigsten Disziplinen zu nennen. Die enor-
me Spannweite der Anwendungen hat die Stoffauswahl fiir das einfithrende
Kapitel in die Elektrodynamik bestimmt.

Wir definieren das elektromagnetische Feld durch seine Wirkung auf geladene
Teilchen. Geladene Teilchen verspiiren nicht nur das Feld, sie erzeugen es auch,
wie wir im Abschnitt Ladung und Feld erértern.

An allgemeinen Prinzipien orientierte Uberlegungen—Uberlagerungsprinzip,
Invarianz gegen Verschiebungen und Drehungen, Spiegelsymmetrie und In-
varianz unter Zeitumkehr, Ladungserhaltung—fiithren zwangslaufig auf die
Mazwell-Gleichungen.

Im statischen Grenzfall kann man das elektrische und das magnetische Feld
jeweils fiir sich behandeln. Wir entwickeln die Begriffe Elektrisches Potential,
Elektrische Dipole, Polarisierung, Magnetische Dipole, Magnetisierung und
fithren diese Uberlegungen zu einem Abschnitt iiber die Mazwell-Gleichungen
i Materie zusammen.

Diese partiellen Differentialgleichungen lassen sich in Beziehungen zwischen
integralen Groflen iiberfithren. Damit kann man Probleme mit hoher Symme-
trie elegant 16sen. Die Mazwell-Gleichungen in Integralform liefern insbeson-
dere Stetigkeitsbedingungen an Grenzflichen zwischen verschiedenen Medien.
Der Abschnitt iiber das Biot-Savart-Gesetz behandelt die technisch wichtige
Situation, dass der elektrische Strom in diinnen Dr#hten gefiihrt wird.

Ohne Ladung und ohne Strom, also auch im Vakuum gilt: eine zeitlich
verinderliche Induktion induziert ein zeitlich verénderliches elektrisches Feld,
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das wiederum eine zeitlich verédnderliche Induktion hervorruft. Die Maxwell-
Gleichungen enthalten Losungen fiir Elektromagnetische Wellen, im Vakuum
und in Materie.

Ebene Wellen gibt es nur in einem homogenen Medium. Bei zwei verschiede-
nen homogenen Medien mit einer ebenen Grenzfliche braucht man drei ebene
Wellen, um die Maxwell-Gleichungen mitsamt den Stetigkeitsanforderungen
zu befriedigen. Zur einlaufenden ebenen Welle kommt eine transmittierte und
eine reflektierte hinzu. Das Snelliussche Brechungsgesetz, die Reflexionskoef-
fizienten fiir orthogonal und parallel polarisiertes Licht, das Phdnomen der
Totalreflexion und vieles mehr lassen sich ohne grofie Miihe herleiten. Wir
behandeln das im Abschnitt iiber Brechung und Reflexion.

Zum Abschluss dieser Einfiihrung gehen wir auch noch auf Das elektromagne-
tische Feld im leitende Medium ein und erkliren unter anderem den Faraday-
Kéfig und den Skin-Effekt.

2.1 Ladung und Feld

Das elektromagnetische Feld macht sich durch seine Wirkung auf geladene
Teilchen bemerkbar.

Jedes Teilchen hat eine elektrische Ladung q. Diese Ladung ist immer ein ganz-
zahliges Vielfaches der Elementarladung e=1.602 x 1071 As. Beispielsweise
hat das Proton die Ladung e, das Neutron die Ladung 0 und das Elektron die
Ladung —e.

Ein mit ¢ geladenes Teilchen, das sich mit Geschwindigkeit v bewegt, nimmt
aus seiner Umgebung pro Zeiteinheit den Impuls

p=q¢{E+vxB} (2.1)

auf. Dabei ist E die elektrische Feldstérke am Ort des Teilchens und B die
Induktion. (2.1) beschreibt die Lorentz-Kraft auf ein geladenes Teilchen, das
von dem elektromagnetischen Feld (E, B) ausgeiibt wird.

Das elektromagnetische Feld hat sechs Komponenten. Wie wir spéter sehen
werden, héngt die Trennung in elektrisches und magnetisches Feld vom Be-
zugssystem ab. Ein rein elektrisches Feld, wenn von einem bewegten Inerti-
alsystem aus beobachtet, hat dann plotzlich eine magnetische Komponente,
und umgekehrt.

Felder F' sind Funktionen von Raum und Zeit. In Bezug auf ein Inertialsys-
tem beschreiben wir Feldkomponenten durch Funktionen F' = F(¢,x). Dreht
man das kartesische Koordinatensystem, dann transformieren sich die Felder
entweder als Skalare, als Vektoren oder als Tensoren hoherer Stufe.

Ein Skalarfeld S rechnet sich bei der Transformation £ — =’ = Rx wie
S — S’ im Sinne von
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S'(t,z") = S(t, x) (2.2)

um. R ist eine Drehmatrix, RR” = I. Die neue Feldstiirke bei den neuen Ko-
ordinaten stimmt mit der alten Feldstérke bei den alten Koordinaten tiberein.

Ein Vektorfeld V' dagegen rechnet sich wie V' — V' = RV um, und zwar im
Sinne von

V'(t,z') = RV(t,z). (2.3)

Der neue Feldstéarkevektor bei den neuen Koordinaten ist der alte Feldstérke-
vektor bei den alten Koordinaten desselben Punktes. Allerdings wird er noch
wie ein Vektor gedreht.

Sowohl die Geschwindigkeit und der Impuls eines Teilchens zur Zeit ¢ sind
Vektoren. Folglich ist sowohl das elektrische Feld E = E(t,x) als auch das
Induktionsfeld B = B(t, ) ein Vektorfeld.

Das elektromagnetische Feld wirkt auf geladene Teilchen, es wird aber auch
von geladenen Teilchen erzeugt. Dabei kommt es sicherlich nicht darauf an, wo
genau jedes Teilchen sitzt. Nahe benachbarte Teilchen um den Punkt y tragen
gleichartig zur Feldstirke bei @ bei. Es kommt also nicht auf die genauen
Positionen der felderzeugenden Ladungen an, sondern auf die Verteilung vieler
kleiner Ladungen im Raum. Das kennzeichnet die klassische Elektrodynamik:
es ist sinnvoll, von einer Ladungsdichte ¢ = o(¢, ) zu reden. Die Ladung Q
zur Zeit t im Gebiet G ist gerade durch

Qt,G) = /meg dv o(t, x) (2.4)

gegeben.

Das elektromagnetische Feld bewirkt bei sich bewegenden Teilchen eine zusétz-
liche Kraft (v x B). Man muss also auch davon ausgehen, dass sich bewegende
geladene Teilchen magnetische Effekte hervorrufen.

Stromende elektrische Ladung erfassen wir durch den Begriff der elektrischen
Stromdichte j = j(¢,x)*. Durch ein Flichenstiick dA mit Normalenvektor
n (also durch dA = ndA) tritt wihrend der Zeit dt die elektrische Ladung
d@) = dA - j, und zwar von der Riick- zur Vorderseite. Durch eine Flidche F
stromt pro Zeiteinheit die elektrische Ladung

I(t, F) :/ZBE]-'dA j(t,x). (2.5)

I ist ein elektrischer Strom. Ein elektrischer Strom wird in Ampere? (A) ge-
messen, die elektrische Ladung in As, die Stromdichte in Am~2. Die Ladungs-
dichte o ist in Asm~2 anzugeben.

! Der Punkt iiber dem j gehért zum Buchstaben j und bedeutet hier nicht die
Ableitung nach der Zeit.
2 André-Marie Ampere, 1775 - 1836, franzosischer Physiker und Mathematiker
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Die elektrische Ladung ist erhalten in dem Sinne, dass sie nur umverteilt, nicht
aber erzeugt oder vernichtet werden kann. Der Zuwachs an Ladung in einem
Gebiet G und der Nettoabfluss durch die Oberflache 0G miissen sich zu Null
aufheben:

d
aQ(t,g) +1I(t,0G)=0. (2.6)

Mit dem Satz von Gauf® lasst sich der Strom durch die Oberfliche in den
Ausdruck

1(t,00) :/ VY -j(t) (2.7)

umformen. Weil (2.6) mit (2.7) fiir alle Zeiten ¢ und fiir beliebige Gebiete G
gelten, schlieflen wir

6+V-5=0. (2.8)

Diese Gleichung haben wir als eine Feldgleichung geschrieben: sie ist zu allen
Zeiten und an allen Orten erfiillt. (2.8) heifit Kontinuitétsgleichung, sie be-
schreibt die Erhaltung der elektrischen Ladung. V - j ist die Divergenz der
elektrischen Stromdichte.

Die Ladungsdichte p ist ein skalares Feld, ebenso die Zeitableitung ¢. Die drei
Komponenten der Stromdichte j bilden ein Vektorfeld. Die Divergenz eines
Vektorfeldes ist immer ein skalares Feld.

Noch eine Bemerkung zur Schreibweise. Wir haben bisher stets fettgedruckte
Symbole fiir Vektoren verwendet, z. B.

a by
a=|ay| oder b= |by]| . (2.9)
as b3

Skalar- und Vektorprodukt sind durch

asbz — azby
a-b=aby + asby + azbs bzw. a x b = asb; — a1bs (210)
a1by — azby

erklart.

3 Johann Carl Friedrich GauB, 1777 - 1855, deutscher Mathematiker, Astronom,
Geodét und Physiker
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Wir werden von jetzt ab immer 6fter vom Vektor a; reden, das Skalarprodukt
als a;b; schreiben und das Vektorprodukt als €;;,a;bi. Diese Schreibweise geht
auf Albert Einstein zuriick: wenn in einem Term derselbe Index doppelt auf-
tritt, ist eine Summe (iiber den natiirlichen Wertebereich) gemeint. Die par-
tielle Ableitung nach der Zeit wird gewohnlich durch einen Punkt iiber dem
Feld dargestellt. Wir verwenden im folgenden oft den Operator V, dafiir. Die
Kontinuitédtsgleichung kann man also auch als

Vio+Viji=0 (2.11)

schreiben. Man vergleiche das mit (2.8).

2.2 Maxwell-Gleichungen

Das elektromagnetische Feld (E, B) wird durch die Ladungs- und Stromdich-
te (o,7) erzeugt. Der Zusammenhang wird, wie immer in der Physik, durch
Differentialgleichungen beschrieben.

Dabei ist das Superpositionsprinzip zu beachten. Wenn (o1, ;) das elek-
tromagnetische Feld (E;, B1) erzeugt und (g2, j5) das Feld (Es, B3), dann
erzeugt die gesamte Ladungs- und Stromdichte (01 + 02,77 +J-) das Gesamt-
feld (El + FE5, B + B2).

Das elektromagnetische Feld ist linear in der erzeugenden Ladungs- und
Stromverteilung.

Nur Ausdriicke mit dem gleichen Transformationsverhalten diirfen miteinan-
der linear kombiniert werden, damit die gesuchten Gleichungen in allen In-
ertialsystemen gelten. Skalarfelder kénnen also nur zu Skalarfeldern addiert
werden und Vektorfelder nur zu Vektorfeldern.

Die elektromagnetische Wechselwirkung zeichnet keine Zeitrichtung aus. Sie
ist mit der Zeitspiegelung T vertriglich, t — ¢’ = —t.

Dasselbe gilt fiir die Raumspiegelung P: @ — ' = —x ist eine Symmetrie.
Die Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld sind lineare Beziehungen
zwischen Feldern mit dem gleichen Transformationsverhalten unter Drehun-
gen (D) sowie Zeitspiegelung und Raumspiegelung.

Wir klassifizieren nun die beteiligten Felder danach, ob sie skalare (s) oder
Vektorfelder (v) sind und wie sie sich unter Zeit- und Raumspiegelung verhal-
ten: ob sie in sich selber iibergehen (+) oder in das Negative (-).

Als Ableitungen kommen die Zeitableitung, der Gradient, die Divergenz und
die Rotation in Frage:



50 2 Elektrodynamik

D|T|P| Feld| V; |grad| div rot

s |+ |+ 0 V-E

s |+ -

s |- |+ Vio V-3

s |- |- V.-B (2.12)
v+ |+ VB V x E

v+ - E | Vij | Vo

v|i-|+]| B V xj

v - - j | VWE V x B

Nur die Ausdriicke in derselben Zeile diirfen miteinander linear kombiniert
werden, wobei einer der nicht verschwindenden Koeflizienten als eins gewéhlt
werden sollte.

Die erste Zeile schreiben wir als
eV-E=p (2.13)

mit einer vom Mafsystem abhéingigen Konstanten eg. Ladung ist die Quelle
des elektrischen Feldes.

Die néchste Zeile ist leer.

Die dritte Zeile haben wir bereits erortert:
Vio+V-3=0 (2.14)

garantiert, dass die elektrische Ladung erhalten bleibt.

Die vierte Zeile fithrt auf
V.-B=0. (2.15)

Es gibt keine magnetische Ladung.
Die fiinfte Zeile verkniipft die Zeitableitung der Induktion mit der Rotation

des elektrischen Feldes. Wir werden spéter begriinden, warum nur der Faktor 1
zuléssig ist,

VxE=-V,B. (2.16)

Die sechste Zeile bereitet Schwierigkeiten. Eine Gleichung aFE = bV,j + ¢V
wiirde ausschlieflen, dass es elektrische Felder im Vakuum gébe. Die gibt es
aber, sonst kénnten wir nicht die Sonne sehen. Die sechste Zeile muss also mit
a = b = c = 0 verarbeitet werden.
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Auch bei der siebten Zeile unserer Tabelle berufen wir uns auf das Argument,
dass das elektromagnetische Feld im Vakuum existieren kann. Folglich sind B
und V x j mit den Koeffizienten 0 linear zu kombinieren.

Die letzte Zeile der Tabelle (2.12) schreiben wir als

1
0

Einen Koeffizienten in der linearen Beziehung kann man auf den Wert 1 setzen,
hier vor der Stromdichte. Der Faktor vor V x B hingt vom Mafisystem ab, wir
bezeichnen ihn wie {iblich mit 1/ug. Dass der Faktor von der Zeitableitung
des elektrischen Feldes gerade das €y aus (2.13) sein muss, hingt mit der
Ladungserhaltung zusammen.

(2.13), (2.15), (2.16) und (2.17) sind die bekannten Maxwell-Gleichungen.

Allerdings bleibt noch zu begriinden, warum in der linearen Beziehung (2.16)
nur der Faktor a = 1 vor VB zuléssig ist.

Dazu fithren wir durch
t'=t und =’ =z + ut (2.18)

ein anderes Inertialsystem ein. Solange |u| < ¢ gilt, ist diese Galilei-Transfor-
mation erlaubt. Schliellich wollen wir hier nicht nachweisen, dass die soeben
hergeleiteten Maxwell-Gleichungen dem Relativitéts-Prinzip geniigen. Dafiir
miisste man alle Inertialsysteme betrachten. Hier wollen wir lediglich den Wert
der Konstanten « bestimmen, und dafiir reichen kleine Relativgeschwindkei-
ten aus.

Die Kraft auf ein geladenes Teilchen &ndert sich nicht, wenn man das Bezugs-
system wechselt,

E'(t,z')+v' xB'(t,z') = E(t,z) + v x B(t,x). (2.19)
Wegen v’ = v + u schlielen wir

B'(t,z') = B(t,x) und E'(t,z') = E(t,x) —u x B(t,x). (2.20)
Damit kein Inertialsystem ausgezeichnet ist, muss die Feldgleichung

V'xE'+aV/B'=0 (2.21)
gelten. Wir berechnen dafiir

VXE-Vx(uxB)+aV;B—-a(uV)B. (2.22)
Mit

V x (ux B) =u(V - B) — (uV)B (2.23)
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und wegen V - B = 0 folgt
V/XE'—}—th’B/:V><E—|—04VtB+(l—a)(uV)B. (2.24)

Der zur Relativgeschwindigkeit proportionale Beitrag muss in jeder experi-
mentellen Situation wegfallen, und das ist nur mit o = 1 moglich. Das war
noch nachzutragen.

Die Konstante g wird als Permeabilitdt des Vakuums bezeichnet. Thr Wert
im Internationalen Einheitensystem ist zu 47 x 1077 VsA~!m~! festgesetzt
worden.

€o ist die Dielektrizitsitskonstante des Vakuums. IThr Wert? ergibt sich aus der
Beziehung eppoc® = 1. Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

Wir halten fest:

e Die elektrische Ladung kann nicht erzeugt oder vernichtet, sondern nur
umverteilt werden.

e Das elektromagnetische Feld E, B wird durch die elektrische Ladungsdich-
te o und die elektrische Stromdichte j erzeugt.

e Das elektromagnetische Feld kann auch im Vakuum existieren.

e Die Maxwell-Gleichungen verkniipfen die einfachen partiellen Ableitungen
des elektromagnetischen Feldes linear mit der Ladungs- und Stromdichte.

e Die Maxwell-Gleichungen zeichnen kein Inertialsystem, keinen Drehsinn
und keine Zeitrichtung aus.

e Diese Forderungen haben eine eindeutige Losung, ndmlich

eV-E=p, (2.25)
1

—eViE+—V xB=j, (2.26)
Ho

V-B=0, (2.27)

ViB+V xE=0. (2.28)

2.3 Elektrisches Potential

Das sind die Maxwell-Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld:

eV-E=pund VXE=-V,B (2.29)
sowie
1
V.-B=0 und M—VXB:j—keOVtE. (2.30)
0

48854 x 10712 AsV im™!
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Wenn die Zeitableitungen verschwinden oder vernachlissigbar klein sind, hat
man es mit der Elektro- und Magnetostatik zu tun. Die Maxwell-Gleichungen
zerfallen dann némlich in zwei Gruppen von Gleichungen.

eV -E=pund VxE=0 (2.31)

beschreibt das statische elektrische Feld.

Die zweite Gruppe von Gleichungen
1 .
V-B=0und —V xB=j (2.32)
Ho

ist fiir das statische Magnetfeld zustdndig. Darauf kommen wir etwas spéter
wieder zuriick. Dieser Abschnitt und die néchsten beiden befassen sich mit
dem statischen elektrischen Feld.

Gleichung (2.31) besagt, dass es in jedem Falle rotationsfrei ist und von der
Ladungsdichte erzeugt wird, die eine Divergenz verursacht.

Die Rotationsgleichung 16sen wir durch den Ansatz
E(x)=-V¢(x). (2.33)

Wir setzen das elektrische Feld® also als Gradienten eines Potentials ¢ an.
Jedes Gradientenfeld ist rotationsfrei,

V x (VS)=0. (2.34)

Gibt es elektrostatische Felder, die sich nicht als Gradient eines Potentials
darstellen lassen und trotzdem rotationsfrei sind? Nein, wie wir sogleich zeigen
werden.

Dafiir wiahlen wir einen Bezugspunkt @y und setzen das Potential dort als ¢q
fest. Von &y zum Aufpunkt x ziehen wir eine stiickweise glatte Kurve C und
definieren

o(x) = ¢g — /CdsE. (2.35)

Dieses Wegintegral hingt allein vom Feld (hier E) und vom Weg (hier C) ab,
nicht aber davon, wie der Weg (die Kurve) parametrisiert wird.

Allerdings kann man vom Punkt x auf verschiedenen Wegen zum Punkt x
kommen. C sei ein Weg, C’ ein anderer. Der Weg C — C’ fiihrt vom Punkt x
zu x und zuriick nach xq, ist also geschlossen. Solch ein geschlossener Weg
kann immer als Rand OF einer Fliche F aufgefasst werden. Mit dem Satz
von Stokes

5 Beachten Sie, dass wir die Zeit nicht mehr in die Argumentenliste aufnehmen
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/dAVxV: dsV (2.36)
F oF

ldsst sich das Fldchenintegral iiber die Rotation eines Vektorfeldes V' auf das
Kurvenintegral iiber den Rand der Fliache zuriickfithren. In unserem Falle ver-
schwindet die Rotation des elektrischen Feldes, und damit auch das Randin-
tegral. Daraus schlieffen wir, dass das Wegintegral der elektrischen Feldstérke
iiber verschiedene Wege C und C’ denselben Wert hat. Anders ausgedriickt:
Zu jedem rotationsfreien elektrostatischen Feld gibt es ein Potential, das bis
auf eine additive Konstante ¢g = ¢(x¢) eindeutig ist. Diese Mehrdeutigkeit
stort aber nicht, weil das Potential erst wirksam wird, nachdem man es diffe-
renziert hat. Eine dhnliche Argumentation haben wir schon im Abschnitt 1.3
iiber Potential und Energie vorgestellt.

Das elektrostatische Feld ist der negative Gradient eines elektrischen Poten-
tials. Das Potential ist bis auf einen additiven Zusatz eindeutig.

(2.33) in (2.31) eingesetzt ergibt die Poisson-Gleichung® der Elektrostatik:
—€0Ad = o. (2.37)

A =V?=V,V, ist der Laplace-Operator”.

Wir wollen nun die allereinfachste Aufgabe der Elektrodynamik l6sen: welches
Potential gehort zu einer bei = 0 ruhenden Punktladung ¢7

Fiir das Feld setzen wir an, dass es vom Koordinatenursprung wegzeigt und
ansonsten nur vom Abstand r = |x| abhingt:

E(z) = %E(r) . (2.38)

Die zustédndige Maxwell-Gleichung ¢yV - E = p kann man iiber ein Gebiet G
integrieren:

/ A o F — / AV o= Q(G). (2.39)
oG g

Q(G) ist die Ladung im Gebiet G. Das stimmt mit dem Oberflichenintegral
iiber die Feldstérke iiberein, nachdem man mit ¢y multipliziert hat.

Mit unserem Ansatz (2.38) berechnen wir 4megr? E(r) = g oder

1 ¢

6 Siméon-Denis Poisson, 1781 - 1840, franzdsischer Physiker und Mathematiker
" Pierre-Simon Laplace, 1749 - 1827, franzosischer Mathematiker und Astronom
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Dieses Feld gewinnt man aus

__a
dmeg|x|’

o() (2.41)
dem Coulomb-Potential®, wie man einfach nachrechnen kann.

Das Potential einer Ladungsverteilung ¢ ist demnach

bl) = — /dgy oy) (2.42)

~ dmeo |z —y| "

Ubrigens wusste schon Newton, dass ein 7~ 2-Kraftgesetz etwas besonderes ist.
Newton hat sich zwar nicht mit dem elektrischen Feld beschéftigt, sondern mit
der Schwerkraft. Trotzdem sind die Probleme dieselben, wenn man unter g die
Massendichte versteht und 1/4mey durch die universelle Gravitationskonstante
G ersetzt.

Wenn die Ladungsverteilung o sphérisch symmetrisch ist, also von y nur iiber
|y| abhiingt, dann ist auch der Betrag der Feldstéirke allein eine Funktion des
Abstandes r = |z| vom Zentrum. Es gilt

By A0

47eg 13

mit Q(r) = /y Py oly) (2.43)

Die Ladungen im Auflenbereich (bei |y| > r) tragen nicht zur Feldstérke bei.
Wohlgemerkt: bei einer symmetrischen Ladungs- oder Massenverteilung.

2.4 Elektrische Dipole

Die Ladungsverteilung p erzeugt das elektrische Potential

o(@) = — /d3y oly) (2.44)

 dme |z —y|’

wie wir soeben gezeigt haben.

Wir wollen nun annehmen, dass die gesamte Ladung in einem Bereich mit der
Abmessung R um den Koordinatenursprung konzentriert ist. Denken Sie dabei
an ein Molekiil wie HyO. In einigen Nanometern Abstand vom Massenmit-
telpunkt wird man von der Ladung nichts mehr verspiiren. Ein HoO-Molekiil
sieht dann wie ein Massenpunkt ohne Ladung aus.

Wir wollen das Potential in der Fernzone r = |x| > R berechnen. Zu diesem
Zweck unterscheiden wir zwischen der Richtung n und dem Abstand r des

8 Charles Augustin Coulomb, 1736 - 1806, franzésischer Physiker
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Aufpunktes, untersuchen also das Potential (2.44) in Richtung n als Funktion
des Abstandes . Wir entwickeln den Nenner in (2.44) wie folgt:

lrn — y| -7

1 1 on 2\-1/2 1 n
r r

= — 4+ — +.... 2.45
r+r2+ ( )

Damit kénnen wir nun das Potential der Ladungsverteilung ¢ entwickeln:

(9+n—d+) (2.46)

r 72

p(rn) =

47eg

Q= / &y ofy) (2.47)

ist die Gesamtladung. Der Beitrag der Gesamtladung zum Potential fillt am
schwiichsten ab, ndmlich wie 1/r.

Mit
d= /d3y o(y)y (2.48)

haben wir das Dipolmoment der Ladungsverteilung ¢ bezeichnet. Der Beitrag
des Dipolmomentes zum Potential fillt wie 1/r2 ab.

Falls die Gesamtladung nicht verschwindet, dominiert sie das Potential. Die
Dipolkorrektur spielt dann meistens keine Rolle.

Ist die Ladungsverteilung insgesamt neutral, dann wird der dominierende Bei-
trag zum elektrischen Potential durch das Dipolmoment beschrieben. Bei-
spielsweise hat das HoO-Molekiil ein Dipolmoment.

Die beiden Wasserstoff-Kerne und der Sauerstoff-Kern liegen nicht auf ei-
ner Linie. Dann géibe es kein Dipolmoment. Vielmehr bilden die Kerne ein
gleichschenkliges Dreieck. Das Dipolmoment eines Wassermolekiils zeigt vom
Sauerstoffkern weg und hat den Wert d = ea mit a = 0.40 A. Dieses Di-
polmoment ist fiir die vielen auflergewOhnlichen Eigenschaften des Wassers
verantwortlich.

Eigentlich ist das Dipolmoment eine schlecht definierte Gréfle. Verschiebt man
nimlich das Koordinatensystem um a, rechnet also mit *’ = = + a, dann
dndert sich das Dipolmoment in

d'=d+Qa. (2.49)

Dabei ist @) die Gesamtladung des Systems.

Nur wenn das System insgesamt elektrisch neutral ist, hat das Dipolmoment
einen vom Bezugssystem unabhéngigen Wert.

Die Angaben iiber das Dipolmoment eines HoO-Molekiils machen also Sinn,
denn die Kern- und Elektronenladungen heben sich zu Null auf.
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Eine Ladungsverteilung mit Gesamtladung ¢ = 0, Dipolmoment d und ver-
nachléssigbarer Ausdehnung bezeichnet man als einen elektrischen Dipol. Das
H3O-Molekiil ist ein elektrischer Dipol. Der elektrische Dipol d bei x hat an
der Stelle y = x 4+ rn das Potential

1 nd

d — -
9@ Frn) = Ameg 12

(2.50)

und erzeugt dort das Feld

1 .
70(37%71]‘ — (Sij)dfj (2.51)

Eid(:c +rn) = Te el

Beachten Sie, dass die Summe iiber j = 1,2, 3 gemeint ist.
Ein dufleres elektrostatisches Feld iibt auf den Dipol die Kraft

Fi= [ @Bt (2.52)
und das Drehmoment

N = con [ @ego@ Bz +6) (2.53)

aus.

Um (2.52) und (2.53) auszuwerten, entwickeln wir das duflere Feld um den
Ort « des Dipols,

Ei(x+&) =Ei(x)+&VE(x)+.... (2.54)
Fiir das Drehmoment IN berechnet man

N; =€d;jEp(z) + ..., (2.55)
also

N=dxE. (2.56)
Die Kraft auf den Dipol d bei « ist

F,=VjE(x)d; +.... (2.57)

Weil das elektrostatische Feld E rotationsfrei ist, gilt V;E; = V,;E;. Damit
kénnen wir (2.57) in

F =V(Ed) (2.58)

umformen. Einem Dipol d bei x im elektrostatischen Feld E darf man geméf
(2.58) die potentielle Energie
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V(z,d) = —E(z)d (2.59)

zuschreiben.

Die potentielle Energie ist am kleinsten, wenn das Dipolmoment d in die
Richtung der elektrischen Feldstidrke E zeigt. Ein Dipol will sich also immer
parallel zum Feld einstellen. Das ist mit (2.56) vertréglich.

Ein dufleres elektrisches Feld richtet die vorhandenen Dipolmomente in Feld-
richtung aus. Allerdings nur teilweise, weil sich bei endlicher Temperatur ein
Kompromiss zwischen minimaler Energie (Ordnung) und maximaler Entropie
(Unordnung) einstellt. Doch davon spéter.

Wir werden auf die Formel (2.59) auch noch an anderer Stelle zuriickkommen.
Wenn wir in der Quantenmechanik die Bewegung eines Elektrons im Coulomb-
Feld des Atomkerns studieren, stellt man fest, dass nur bestimmte Bewe-
gungsformen mit diskreten Energiewerten zuldssig sind. Wie verdndern sich
diese Energiewerte, wenn man das Atom in ein duBleres elektrostatisches Feld
bringt? Wir werden dann

H=Hy+e) z.E (2.60)

fiir die Energie ansetzen. Die Elektronen haben die Ladung —e und halten sich
bei x, auf. Folglich ist ihr Dipolmoment durch —ex, gegeben, die gesamte
zusétzliche Energie also durch den Zusatz zur Energie Hy des Systems.

2.5 Polarisierung

Unter Polarisierung P versteht man das elektrische Dipolmoment pro Volu-
meneinheit. Das kann spontan vorhanden sein, wie in ferroelektrischen Kris-
tallen, oder durch ein dufleres elektrisches Feld induziert werden, wie in dielek-
trischen Substanzen. Bei der induzierten Polarisierung unterscheidet man, ob
bereits vorhandene Dipolmomente ausgerichtet oder ob die Schwerpunkte der
positiven und negativen Ladung unter dem Einfluss eines elektrischen Feldes
getrennt werden.

Wir wissen, dass ein Dipol d bei y das Potential
1 di(zi —yi
69() = (i —yi) (2.61)

dmey | —yP3

verursacht. Die Dipoldichte P = P(x) erzeugt dann das Potential

qbd(sc) 1 /d3y Pz(y)(xz - yi) ) (2.62)

~ dreo |z —y|3
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Das lasst sich in

1 0 1
d)y=—— [ &y P, 2.
0'@) =~ [ PR (263)
umformen und weiter in
1 0 1
d 3
= d’y P; e 2.64
0@ = o [P G (264)

Wir nehmen nun an, dass die Polarisierung ganz im Endlichen konzentriert
ist. Dann darf man partiell integrieren und den Oberflichenbeitrag weglassen.
Wir erhalten

0@) =~ [Py P, (265)

4meg

Wir entnehmen diesem Ergebnis, dass die Polarisierung P ein Potential ¢4
erzeugt, welches die Ladungsdichte

0P =-VP (2.66)

als Quelle hat. Diese Polarisierungsladung stellt ein schweres Problem dar.

Man muss die gesamte Ladungsdichte o kennen, um das elektrische Feld F
ausrechnen zu konne. Das elektrische Feld fiihrt dann zu einer Polarisierung P
der Materie, so dass man nun den Anteil der Polarisierungsladung ¢P ermitteln
kann. Diese Ladungsdichte ist aber ein Teil der gesamten Ladungsdichte, die
man kennen muss, um das elektrische Feld ausrechnen zu kénnen. Ein circulus
vitiosus, ein Teufelskreis.

Zum Gliick gibt es einen Ausweg. Wir zerlegen die Ladungsdichte in die Polari-
sierungsladung ¢? = —V P und den Rest, die Dichte der frei manipulierbaren
Ladung of = o — oP.

Mit der dielektrischen Verschiebung

D = 60E + P (267)
konnen wir nun
V-D=yf (2.68)

schreiben. Die dielektrische Verschiebung hat nur die frei manipulierbare La-
dung als Quelle!

Dafiir muss man allerdings einen Preis bezahlen. Bisher konnten wir das elek-
trostatische Feld allein durch E = —V ¢ beschreiben. Nun haben wir es mit
zwei Vektorfeldern zu tun, mit dem elektrischen Feld und dem Feld der dielek-
trischen Verschiebung. Zusétzlich zu den Maxwell-Gleichungen benétigen wir
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noch eine Materialgleichung, die den Zusammenhang zwischen dielektrischer
Verschiebung D (oder der Polarisierung P) und der elektrischen Feldstdrke
beschreibt.

Im Vakuum, das ist klar, heiflt der Zusammenhang D = ¢y E.

Normale Isolatoren (Substanzen, die den Strom nicht leiten) geniigen der Be-
ziehung

D =eqE. (2.69)

Dabei ist € die relative (dimensionslose) Dielektrizitétskonstante des betreffen-
den Mediums. € wird hdufig auch als Permittivitit bezeichnet. Diese einfache
Formel muss man erlautern.

Gemeint ist, dass die elektrische Feldstérke jetzt und hier die dielektrische Ver-
schiebung bestimmt und dass beide Gréfien in dieselbe Richtung weisen. All-
gemeiner kann man fiir den linearen Zusammenhang zwischen dielektrischer
Verschiebung und elektrischer Feldstérke den folgenden Ausdruck ansetzen:

Di(t,x) = 60/0 d’r/dsf Lij(r, &) Ej(t —T,z —€). (2.70)

Wenn sich das elektrische Feld sowohl o6rtlich als auch zeitlich langsam genug
verdndert und wenn das Medium (elektrisch) isotrop ist, dann lduft das auf
(2.69) hinaus. Es gilt dann nédmlich

Ij =I'6;; und ez/oodT/dgéf(T,E)- (2.71)
0

Allgemein muss man aber damit rechnen, dass die Vorgeschichte (die elektri-
sche Feldstérke zu Zeiten ¢ — 7) und die Umgebung (an den Stellen & — &) auf
die Verschiebung zum Zeitpunkt ¢t am Ort  Einfluss nimmt.

Wir halten fest, dass wir es mit einem elektrostatischen Feld zu tun haben,
das durch

V.- D=p" , VXE=0und D=¢E+P (2.72)

beschrieben wird. Die Ladungsdichte of enthilt nicht mehr die Polarisierungs-
ladung. Die Besonderheiten des Materials beriicksichtigt man dadurch, wie die
Polarisierung P von der erregenden elektrischen Feldstdrke E abhéngt.

An der Beziehung E = —V ¢ &ndert sich natiirlich nichts, denn das elektrische
Feld ist nach wie vor rotationsfrei.

Bringt man die infinitesimale Ladung dgq aus dem Unendlichen (wo das Po-
tential zu Null festgesetzt wird) an die Stelle &, dann muss man gegen die
Kraft dgE angehen, also die Arbeit

aw = —dq/dsE = dq ¢(x) (2.73)
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leisten. Bei einem linearen Medium, wie es durch (2.69) beschrieben wird,
héngen die dielektrische Verschiebung D und die elektrische Feldstédrke E li-
near miteinander zusammen. Dasselbe gilt immer fiir die Beziehung zwischen
D und der Dichte of der freien Ladung. Ebenso hingen elektrische Feldstiirke
und das Potential ¢ linear zusammen. Wir schlieflen: in einem linearen Medi-
um hingen of und ¢ linear zusammen. Daher kann man (2.73) zu

wu:%/d%g%m¢@n (2.74)

integrieren.
Dieser Ausdruck beschreibt die Arbeit, die man aufwenden muss, um in einem

linearen Medium das elektrische Potential ¢ aufzubauen. Wir werden diese
Arbeit als Energie des entsprechenden elektrischen Feldes interpretieren.

2.6 Magnetische Dipole
Die beiden Maxwell-Gleichungen
1 .
V-B =0 und ITVXB:J (2.75)
0

regieren das magnetostatische Feld. Wir erinnern uns, dass die magnetische
Induktion B fiir die zur Teilchengeschwindigkeit v proportionale Lorentz-
Kraft q(v x B) verantwortlich ist. Entsprechend wird das Magnetfeld von der
Ladungsstromdichte j angetrieben.

Ubrigens folgt aus (2.75) unmittelbar, dass die Stromdichte divergenzfrei ist.
Das ist mit ¢ + V7 = 0 vertriglich, schliefflich reden wir hier iiber statische
Felder.

Wir gehen analog zum elektrostatischen Feld vor. Die erste der beiden Glei-
chungen kann man nidmlich durch den Ansatz

B=VxA (2.76)

l6sen. Die Divergenz eines Rotationsfeldes verschwindet immer.

Im Gegensatz zum elektrostatischen Fall kann man das Vektorpotential A
nicht auf einfache Weise aus dem Induktionsfeld herleiten. Es ist auch wirk-
lich sehr mehrdeutig. Addiert man zum Vektorpotential ein beliebiges Gra-
dientenfeld VA, dann ergibt das dieselbe Induktion. Diese Freiheit einer so
genannten Eichtransformation kann man ausniitzen, um dem Vektorpotential
weitere Einschrinkungen aufzuerlegen, z. B. die Coulomb-Eichung

VA=0. (2.77)
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Die Coulomb-Eichung hat fiir die Magnetostatik den folgenden Vorzug. Wegen
Vx(VxA)=-AA+V(VA) (2.78)

konnen wir das Analogon zur Poisson-Gleichung als

1
——AA=j (2.79)
Ho

schreiben. Nach dem Motto ’equal equations have equal solutions’ (Richard
Feynman)? diirfen wir das bekannte Ergebnis einfach iibernehmen,

A(z) = 22 / i3y W) (2.80)

G |z —y|’

Wir wollen wieder annehmen, dass die Stromdichte in einem Bereich mit der
Abmessung R um den Ursprung konzentriert ist. Das Vektorpotential wird
dann wie das elektrische Potential im Abschnitt iiber Elektrische Dipole ent-
wickelt:

) = 8(2 [ @yiiw)+ e [ Bymiw)+). s

Der wie 1/r abfallende Beitrag (das Analogon zur Ladung) verschwindet.
Wegen 0y, /0y; = dix zeigt mant?

/dgyjz' = /dgyjkvkyi = _/dgyyivkjk =0, (2.82)

weil die Stromdichte divergenzfrei ist. In (2.82) haben wir schon beriicksichtigt,
dass das Raumintegral iiber Vi (jxy;) zu einem Oberfliichenintegral iiber jry;
im Unendlichen wird. Dort verschwindet die Stromdichte nach Voraussetzung.

Es gibt kein magnetisches Gegenstiick zur elektrischen Ladung.

Auch den wie 1/r? abfallenden Term kann man umformen. Weil das Raum-
integral iiber V,j,y;yr verschwindet, ldsst sich

/ Py yrji + / Py yijr =0 (2.83)

beweisen.
(2.83) in (2.81) eingesetzt liefert

% Richard Feynman, 1918 - 1988, US-amerikanischer Physiker
10 v, bedeutet hier 0/0y;
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2nk/d3y YkJi = ﬂk/d3y (Yrdi — Yidk)

= —n(0ia0kb — 5ib5ka)/d3y YaJb s (2.84)

und das diirfen wir weiter in
2ﬂk/d3y YrJi = —ﬂkezz‘kezab/d?’y YaJb (2.85)

umwandeln.

Damit kénnen wir nun endlich fiir die Dipolentwicklung des Vektorpotentials

1
A(rn):%ﬁmxn—&—... (2.86)

schreiben, mit dem magnetischen Dipolmoment

1

m= / Py yx i(y). (2.87)

Zu diesem Vektorpotential gehort das Magnetfeld
n
B, = eijijAk = Z—ieijkvjekabmar—s + ..., (288)

und dafiir rechnet man

m;

i
Bil(rn) = ﬁ(fmi”j - 51‘;')7)) (2.89)

aus.

Das Magnetfeld eines magnetischen Dipols hat die gleiche Form wie das elek-
trische Feld eines elektrischen Dipols.

Es gibt noch mehr Gemeinsamkeiten.

Im duBeren Induktionsfeld B erfahrt ein bei x sitzender magnetischer Dipol
das Drehmoment

N =mx B(x), (2.90)
und man muss ihm die potentielle Energie

V(x) = —mB(x) (2.91)
zuordnen. Nur im inhomogenen Induktionsfeld werden Dipole beschleunigt.

Sie wollen sich aber immer zum Feld parallel stellen. Denken Sie an eine
Kompassnadel!
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2.7 Maxwell-Gleichungen in Materie

Die Dichte M der magnetischen Dipole bezeichnet man als Magnetisierung.
Wir wissen, dass ein magnetischer Dipol m, der bei y sitzt, das Vektorpoten-
tial

Ho M XM
47 r2?

Aly+rn) = (2.92)
erzeugt. Damit kann man sofort anschreiben, welches Dipol-Vektorpotential
AY zur Magnetisierung M gehort:

/ me_( My) x (@ —y) (2.93)

yl?
Dasselbe in Indexschreibweise, die sich fiir die folgenden Schritte besser eignet:

M;(y )(xk_yk:).

Ad@) = Boepy, [ Py |z — y|3

o (2.94)

Analog zum Abschnitt iiber Polarisierung nutzen wir aus, dass hier die Ab-
leitung des 1/r-Potentials auftritt:

Tr — Yk 0 1 0 1
- - . 2.95
|z — y|? Oz lx —y| Oy | —y| ( )

Wieder setzen wir voraus, dass die Magnetisierung im Unendlichen rasch ge-
nug verschwindet, so dass nach partieller Integration in

d _ Mo 3 1 i
Af(x) = 47r6”k/d y =90y, My (y) (2.96)

umgeformt werden kann, also in

dy Mo [ 3 YV x M(y)
A(a:)—47r/dy eyl (2.97)

Die Magnetisierung M erzeugt eine Uberlagerung von Dipolfeldern, und das
Vektorpotential A9 dazu ist (2.97). Dieses Vektorpotential wird von einer
Stromdichte

JM=VxM (2.98)

erzeugt. Der Magnetisierungsbeitrag j ™ zur Stromdichte j ist das Gegenstiick
zum Polarisierungsbeitrag oP zur Ladungsdichte p.

Materie ist polarisiert, wenn die Molekiile im Gas oder in der Fliissigkeit oder
wenn die Einheitszellen des Festkorpers polarisiert sind. Die Schwerpunkte der
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positiven Ladungstriger (Atomkerne) und negativen Ladungstriiger (Elektro-
nen) fallen nicht mehr zusammen. Andert sich die Polarisierung zeitlich, dann
dndert sich auch der Abstand a der Schwerpunkte positiver und negativer
Ladung. Das heifit aber: Ladungen bewegen sich, und das ist ein elektrischer
Strom. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass

jP="P (2.99)

der entsprechende Polarisierungsbeitrag zur Stromdichte ist.
Wir fassen das erst einmal zusammen.

In Materie miissen wir mit einer gewissen Dichte an elektrischem Dipolmo-
ment rechnen, mit der Polarisierung P. Wir miissen auch mit einer Dich-
te M an magnetischem Dipolmoment rechnen, mit der Magnetisierung M.
Deswegen gibt es zur Dichte of der frei beweglichen Ladung und zur ent-
sprechenden Stromdichte jf Zusétze, ndmlich einen Polarisierungsbeitrag zur
Ladungsdichte sowie einen Polarisierungsbeitrag und einen Magnetisierungs-
beitrag zur Stromdichte. Wir miissen also fiir die Ladungsdichte

o=0'-VP (2.100)
ansetzen und
j=j'+VxM+P (2.101)

fiir die Stromdichte.

Das Dilemma haben wir schon frither ertrtert. Materie wird dadurch polari-
siert, dass ein elektrisches Feld oder ein Induktionsfeld einwirkt. Diese Felder
werden durch die Ladungs- und Stromdichte erzeugt. Nur wenn man die Fel-
der kennt, lassen sich die Polarisierung und die Magnetisierung ermitteln,
und erst dann lassen sich auch die Polarisierungs- und Magnetisierungsbei-
trage zur Ladungs- und Stromdichte ausrechnen. Die aber braucht man, um
aus bekannten Dichten und Stromdichten der frei manipulierbaren Ladung
die Felder zu berechnen. Das ist ein echter circulus vitiosus.

Nun, wieder gibt es einen Ausweg. Wir fiihren nicht nur das Hilfsfeld D ein,
die dielektrische Verschiebung, sondern auch das Magnetfeld H, und zwar
durch die Definitionen

1
D=¢E+P und H=—B - M. (2.102)
Mo

Damit lassen sich die Maxwell-Gleichungen sehr schon als
VD=0" , VxH=j'+D , VB=0ud VxE=-B (2.103)

schreiben. Nur noch die freibeweglichen und damit manipulierbaren Ladungen
und ihre Strome treten auf.
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Der Pferdefuf ist, dass es fiir zwolf Felder nur acht Gleichungen gibt. Es sind
iibrigens nicht einmal acht, weil man z. B. die Kontinuitatsgleichung ableiten
kann.

Das System der Maxwell-Gleichungen (2.103) muss durch zusitzliche Glei-
chungen ergénzt werden, die néher beschreiben, wie die Materialien auf elek-
trische und magnetische Felder reagieren. Wir fithren hier nur einige Beispiele
an.

Fiir Metalle oder Halbleiter gilt das Ohmsche'! Gesetz,
j'=0E, (2.104)

und zwar iiber viele Groflenordnungen der elektrischen Feldstirke. o heifit
(elektrische) Leitfahigkeit.

Ein Dielektrikum wird durch
D = e E (2.105)

beschrieben. Die (relative) Dielektrizitéitskonstante e ist immer grofer als 1.

Para- oder diamagnetische Werkstoffe sind durch eine Beziehung
B = uuoH (2.106)

charakterisiert. p wird als (relative) Permeabilitit bezeichnen. Wenn der
Dipol-ausrichtende Effekt iiberwiegt und g > 1 gilt, nennt man den Werk-
stoff paramagnetisch. Wenn aber der diamagnetische Effekt iiberwiegt, der
das Induktionsfeld abschwicht, dann handelt es sich um eine diamagnetische
Substanz. Der diamagnetische Effekt kommt dadurch zustande, dass die in
den Atomen gebundenen Elektronen derartig beeinflusst werden, dass die Ma-
gnetisierung entgegengesetzt zum erregenden Feld wirkt. Hinzu kommt aber
immer die ausrichtende Wirkung auf die magnetischen Momente der Elektro-
nen.

Wir wollen an dieser Stelle noch einmal die Energie im elektromagnetischen
Feld ertrtern. Man geht vom bekannten Beitrag fiir das elektrische Feld aus
und ergénzt um den entsprechenden magnetischen Anteil. Es ist zu vermuten,
dass

wz%DE+%HB (2.107)

die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes beschreibt. Wir setzen dabei
ein lineares Medium voraus, wie im Abschnitt Polarisierung ausfiihrlicher
erortert.

Ist die Energie im elektromagnetischen Feld erhalten? Beinahe, wie wir gleich
sehen werden.

11 Georg Simon Ohm, 1789 - 1854, deutscher Physiker



2.8 Maxwell-Gleichungen in Integralform 67
Man berechnet

w=ED+HB=E(VxH-j"—HVxE), (2.108)
und das ldsst sich in

Ww+VS=—3"E mit S=ExH (2.109)

umformen.

(2.109), das Poyntingsche Theorem!?, ist eine Bilanzgleichung, analog zur
Kontinuitatsgleichung fiir die elektrische Ladung. Die Zeitableitung einer
Dichte, entweder pf oder w, zusammen mit der Divergenz der entsprechenden
Stromdichte, entweder jf oder S, heben sich auf. Das gilt so aber nur fiir
die elektrische Ladung, denn die ist erhalten. Auf der rechten Seite steht eine
Quellstarke: wieviel Feldenergie wird pro Zeit- und Volumeneinheit erzeugt.

Die Stromdichte S = E x H der Feldenergie wird als Poynting-Vektor be-
zeichnet. Die Quellstirke der Feldenergie ist eigentlich eine Arbeit, sie wird
aber {iblicherweise Joulesche'® Wirme genannt. Sehr oft nimlich macht sich
dieser Term zusammen mit dem Ohmschen Gesetz (2.104) bemerkbar, fiihrt
also zu einem Verlust an Feldenergie und zu einem Zuwachs an innerer Energie
der Materie: diese erwérmt sich.

2.8 Maxwell-Gleichungen in Integralform

Wir haben bisher die Maxwell-Gleichungen als Differentialgleichungen ge-
schrieben. Sie lassen sich aber auch in integraler Form darstellen. Wie wir
gleich sehen werden, eignen sich die Maxwell-Gleichung in integraler Form
besser fiir die Untersuchung der Stetigkeitsbedingungen des elektromagneti-
schen Feldes an Grenzflichen.

In der integralen Fassung kommt die freie Ladung!*

f = fCB .
Q <g>—/m€gdv@<> (2.110)

im Gebiet G vor, auch der Strom

IY(F) :/w fdAjf(w) (2.111)

der freien Ladung durch die Flidche F.

2 John Henry Poynting, 1852 - 1914, britischer Physiker

13 James Prescot Joule, 1818 - 1889, britischer Physiker

' In der Literatur wird nicht immer klar genug zwischen Ladung und freier Ladung
unterschieden.
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Den Fluss der dielektrischen Verschiebung durch die Fliache F erkldren wir
als

dp(F) = / dA D(x), (2.112)
TeF
und ebenso den Induktionsfluss
Dp(F) = / dAB(z). (2.113)
xer

Unter Zirkulation Z versteht man das Wegintegral iiber eine geschlossen Kur-
ve C. Wir haben es mit der elektrischen Zirkulation

Z5(C) = /w L AsB@) (2.114)

zu tun und mit der magnetischen Zirkulation

2u(C) = /wec ds H(z). (2.115)

Alle diese Groflen sind Skalare, die von der Zeit abhéngen kénnen.

Indem man die Divergenz-Maxwell-Gleichungen iiber das Gebiet G integriert,
erhélt man

Pp(0G) = Q1 (G) (2.116)
und
Pp(9G) = 0. (2.117)

Der Verschiebungsfluss durch die Oberfliche eines Gebietes stimmt mit der
(freien) elektrischen Ladung darin iiberein. Es gibt keine magnetische Ladung,
daher verschwindet der Induktionsfluss durch die Oberfliche eines jeden Ge-
bietes. (2.116) wird oft als GauBsches Gesetz'® bezeichnet.

Integrieren wir nun die beiden Rotations-Maxwell-Gleichungen iiber eine be-
liebige Flache F. Man erhélt das Induktionsgesetz

Zg(0F) = —dp(F) (2.118)
und das nach Ampeére benannte Gesetz

Zu(0F) = IY(F) + dp(F). (2.119)
M&e den feinen Unterschied. Der Satz von Gauf} ist eine mathematische

Wabhrheit. Das Gesetz von Gauf} ist ein Naturgesetz, fiir dessen Wahrheit nicht
allein die Regeln der Logik zusténdig sind.
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Das Induktionsgesetz heifit so, weil man durch die zeitliche Anderung des In-
duktionsflusses eine elektrische Ringspannung hervorrufen (induzieren) kann.
Nach diesem Prinzip arbeitet jeder Dynamo.

Das Amperesche Gesetz besagt, dass sich um jeden Strom ein Magnetfeld
wickeln muss. Dazu triigt auch die Anderungsrate des Verschiebungsflusses
bei.

Die Maxwell-Gleichungen in Integralform sind bei Aufgaben mit einer hohen
Symmetrie das Mittel der Wahl. Wir haben sie schon bei der Herleitung des
elektrischen Feldes einer Punktladung eingesetzt.

Die Maxwell-Gleichungen in Integralform sind aber auch noch aus einem ande-
ren Grunde den Differentialgleichungen iiberlegen. Man kann unstetige Funk-

tionen durchaus integrieren, aber nicht differenzieren'.

Wir betrachten eine Grenzfliche zwischen zwei verschiedenen Medien. Bei
hinreichender Vergroflerung ist das eine Ebene, und ohne Beschriankung der
Allgemeingiiltigkeit wihlen wir die 1-2-Ebene dafiir. Man kann die Maxwell-
Gleichungen im Halbraum zz > 0 lésen und im Halbraum z3 < 0, aber wie
sind die Losungen bei x3 = 0 miteinander zu verbinden?

Um diese Frage zu beantworten, legen wir eine kleine flache Dose der Fléche
A und der Hohe 2h in die Grenzflache, so dass sich die Hélfte oben und die
andere Hélfte unten befindet.

Der Fluss der dielektrischen Verschiebung durch die Oberfliche dieser Dose
ist

ADs(R) — ADs(=h) + h... . (2.120)

Der zur Hohe proportionale Beitrag iiber den Mantel der Dose verschwindet
mit A — 0.

Falls es auf der Oberfliche eine flichenhaft konzentrierte Ladungs-Fliachen-
dichte o gibt, ist die Ladung in der Dose gerade Ao. Daher ergibt sich fiir den
Sprung ADs = D3(+0) — D3(—0) die Beziechung

AD3 =0 (2.121)

Damit ist folgendes gemeint. Man kann sich der Grenzfliche von oben her
nihern, das ergibt den Grenzwert D3(+0). Der Grenzwert von unten her ist
Ds(—0). ADs ist der Sprung der dielektrischen Verschiebung. Wenn es eine
Flachenladungsdichte o gibt, dann springt die Komponente D3 um diesen
Wert. Weil wir die Grenzfliche willkiirlich als 1-2-Ebene angenommen ha-
ben, steht Dj fiir die zur Grenzfliche normale Komponente der dielektrischen
Verschiebung.

16 Verallgemeinerte Funktionen, oder Distributionen, die nur unter einem Integral
Sinn machen, sollen in dieser Einfithrung vermieden werden. Insbesondere versu-
chen wir, ohne die Diracsche 6-Distribution auszukommen.
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An einer Grenzfliche springt die Normalkomponente der dielektrischen Ver-
schiebung um die Flachenladungsdichte.

Die Normalkomponente D, der dielektrischen Verschiebung ist allgemein
durch Dn erklédrt, mit dem Normalenvektor n an der aktuellen Stelle der
Grenzflache.

Dieselbe Uberlegung fiir die Induktion besagt
AB3=0. (2.122)

Die Normalkomponente der magnetischen Induktion ist stetig.

Wir betrachten nun den Weg auf Geraden von (¢/2,0,h) zu (£/2,0,—h) zu
(=£/2,0,—h) zu (=£/2,0,h) und zuriick zum Ausgangspunkt.

Im Limes h — 0 liefert uns das Induktionsgesetz die Aussage (E;(h) —
LE1(—h) + h... = Lh.... Dasselbe ldsst sich natiirlich fiir Fy zeigen. Hier
kommen die durch B = E — E; n definierten Tangentialkomponenten der
elektrischen Feldstérke ins Spiel.

Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstérke sind an Grenzfléchen ste-
tig.
Das Amperesche Gesetz ist etwas schwieriger. Hier muss man mit einem

flichenhaft konzentrierten Strom ko rechnen. Durch ein Rechteck mit Léinge
¢ und Hohe 2h fliefit dann der Strom kof, auch bei h — 0.

Das Ergebnis AH; = ko muss man so lesen.
Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstérke springen nur dann, und

zwar um Kk X n, wenn auf der Grenzflache ein flichenhaft konzentrierter Strom
K fliefit.

Und so einfach ldsst sich damit das Feld einer langen Spule berechnen. Sie
soll dicht und homogen gewickelt sein, mit n Windungen pro Langeneinheit.
Durch den Draht flieit der Strom 7. Im Auflenraum verschwindet das Ma-
gnetfeld. Das 16st dort sicherlich die Maxwell-Gleichungen. Im Inneren setzen
wir eine konstante magnetische Feldstédrke H an, die parallel zur Spulenachse
zeigt. Ein konstantes Magnetfeld 16st ebenfalls die Maxwell-Gleichungen. Die
Wicklung selber sehen wir als Grenzfliche an. Die Normalkomponente der
Induktion ist weder im Innen- noch im Auflenraum vorhanden, also stetig.
Die Tangentialkomponente springt allerdings um den Wert H, wenn man von
auflen nach innen durch die Grenzfliche geht. Dort fliet senkrecht dazu ein
Flachenstrom k = nl, also gilt

H=nl. (2.123)

Noch einfacher geht es wirklich kaum! Beachten Sie, dass das Spuleninnere mit
einem homogenen Medium gefiillt sein kann, um die Induktion zu erhthen. An
(2.123) #ndert sich dadurch nichts. Beachten Sie ebenfalls, dass der Spulen-
querschnitt nicht eingeht, weder seine Form noch Fliche. (2.123) gilt iiberall
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im Inneren der Spule, solange man geniigend weit weg von den Spulenenden
ist. Dort weitet sich das Feld auf.

2.9 Biot-Savart-Gesetz

In der Praxis hat man es fast immer mit elektrischen Strémen zu tun, die in
diinnen Dréhten gefiihrt werden. Solche Driahte kann man zu Spulen wickeln
und so den Strom mehrfach wirken lassen. Wir wollen uns in diesem Abschnitt
damit beschéftigen, welches Magnetfeld durch eine drahtgefiihrte Stromdichte
erzeugt wird.

Der Draht wird durch eine Kurve C dargestellt, die man etwa gemifl € = £(s)
parametrisiert. Ladung darf sich entlang der Kurve bewegen, aber nicht seit-
lich austreten. Bei Spulen miissen deswegen die Windungen gut voneinander
isoliert sein.

Die Rede ist von Gleichstrom oder Wechselstrom mit niedriger Frequenz.
Dann némlich ist die Stromdichte divergenzfrei. Das bedeutet, dass durch
jeden Querschnitt des Drahtes derselbe Strom I flieen muss. Wir kénnen
daher

/d3yjf(y)...zl/cds (2.124)

schreiben. Die Punkte deuten den restlichen Integranden an, der an den Punk-
ten der Kurve auszuwerten ist. Das muss man in die Formeln einsetzen, die
das Magnetfeld als Integral iiber die Stromdichte ausdriicken.

Wir haben es hier mit den Maxwell-Gleichungen

V-B=0 (2.125)
und

V x H=j' (2.126)

zu tun. Man kommt also nur weiter, wenn der Zusammenhang zwischen In-
duktion B und magnetischer Feldstéirke H bekannt ist.

Wir behandeln im Weiteren ein unmagnetisches Medium, zum Beispiel Luft
oder das Vakuum!”. Dann gilt B = joH. Der Ansatz B = V x A l6st (2.125).
Wir verlangen zusétzlich VA = 0, so dass (2.126) zu

1
——AA =3 (2.127)
Ho
wird. Die Lésung

17 Zwischen j© und j besteht nun kein Unterschied mehr
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A(z) = “‘)/d?’yjf(y) (2.128)

Cdr |z — yl

haben wir bereits im Abschnitt iiber Magnetische Dipole ausgewertet. Wir
setzen jetzt (2.124) ein und erhalten fiir den drahtgefiihrten Strom

Ho
A(x)=—1 s ——. 2.129
W= Jeee P e (2129
ds steht hier fiir ds d€(s)/ds.
Davon bilden wir die Rotation und erhalten das Magnetfeld
I d —
H(z) = 7/ wf) . (2.130)
dr Jgec |z — &

Durch eine geschlossene Kurve C flieit der Gleichstrom I, und das nach den
Entdeckern Biot!® und Savart!® genannte Gesetz (2.130) beschreibt das zu-
gehorige Magnetfeld.

Diese Formel ist einfach zu programmieren, und deswegen ist die Berechnung
des Magnetfeldes stromfiithrender Drihte eine einfache Sache.

In hochsymmetrischen Situationen sind auch analytische Losungen bekannt.

Berechnen wir beispielsweise das Feld eines unendlich langen geraden Drahtes,
den wir in die 3-Achse legen wollen. Wir parametrisieren ihn zweckméafig
durch

0 0
E(s)=|0| mit ds=ds|o] . (2.131)
S 1
Damit ergibt sich
I > 2, .2, .2\-3/2
H(x) = ol B ds (x] + x5 + s%) . (2.132)
—00

0

Dabei haben wir bereits s — 3 in s umbenannt.
Mit r = \/a? + y? als Abstand vom Draht kénnen wir das Integral als

1 [ 2
= dz (14 2%)73/2 = = (2.133)

18 Jean-Baptiste Biot, 1774 - 1862, franzésischer Physiker und Mathematiker
19 Pélix Savart, 1791 - 1841, franzésischer Arzt und Physiker



2.10 Elektromagnetische Wellen 73

schreiben. Das magnetische Feld wickelt sich also kreisférmig um den Draht.
Im Abstand r vom Draht hat es den Betrag

I
H(r)=—. 2.134
(=5 (2.134)
Und hier noch ein anderes Beispiel, wie man mit dem Gesetz von Biot und
Savart das Magnetfeld berechnen kann.

Wir betrachten die kreisformige Leiterschleife

COS
&(a) =R | sina | , (2.135)
0

durch die der Strom I flielen soll. Wir wollen hier nur die magnetische
Feldstirke auf der Symmetrieachse ausrechnen, und zwar im Abstand z von
der Leiterschleife. Man erhélt

—sin« — Ccos «

ITR? 2
2)3/2/ da | cosa | X | —sina | . (2.136)
0

H(0,0,2) = —————=7
( 9 ,Z) 47T(R2+Z
0 z/R

Das Integral hat den Wert 27 und zeigt in Achsenrichtung, wie nicht anders
zu erwarten. Die magnetische Feldstérke auf der Achse ist damit

—2)*3/2 . (2.137)

2.10 Elektromagnetische Wellen

Ein oszillierendes elektrisches Feld regt iiber den Term D ein oszillierendes
Magnetfeld an. Dieses wiederum erzeugt nach dem Induktionsgesetz ein oszil-
lierendes elektrisches Feld. Das oszillierende elektrische Feld. .. Wir wollen in
diesem Abschnitt nachweisen, dass das elektromagnetische Feld im Vakuum
oder in einem homogenen Medium Schwingungslosungen hat.

Dafiir betrachten wir unsere Maxwell-Gleichungen ohne freie Ladungen und
ohne Strome freier Ladungen:

V-D=0,V-B=0,VxE=-V,;B, VxH=V,D. (2.138)
Wir setzen ein isotropes und homogenes dielektrisches Medium an,

D =¢eE und B = poH . (2.139)
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Isotrop bedeutet, dass dielektrische Verschiebung und elektrische Feldstérke
parallel zueinander sind. Mit homogen meinen wir, dass die Materialkonstante
€ nicht vom Ort abhéngt. Bei optischen Frequenzen kann die Magnetisierung
der Induktion nicht mehr folgen, daher rechnen wir mit pu = 1.

Jetzt kann man
V xV x E = —ppeegV?E (2.140)
zeigen. Weil die Divergenz der dielektrischen Verschiebung verschwindet, ist

(im homogenen Medium) auch das elektrische Feld divergenzfrei. Damit 14sst
sich die linke Seite von (2.140) in —AE umschreiben, und es gilt

1
(5Vi-4)E=0. (2.141)

Wie wir gleich sehen werden, ist

1
v="" mit c= (2.142)

Ve NI

die Geschwindigkeit der elektromagnetischen Welle im Medium und ¢ die
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

(2.141) bezeichnet man als Wellengleichung. Warum, werden wir gleich sehen.

Die Wellengleichung ist eine lineare homogene partielle Differentialgleichung.
Sie ist linear in der elektrischen Feldstdrke E. Auf der rechten Seiten von
(2.141) fehlt ein antreibender, von E unabhingiger Term, daher ist die Wel-
lengleichung homogen.

Wir fiihren nun eine spezielle Losung vor und behandeln spéter, warum sie
doch die allgemeine ist.

Betrachten Sie das elektrische Feld
cos(kxs — wt)
E(t,x) = E 0 . (2.143)
0

Dieses Feld erfiillt die Wellengleichung, wenn man
w=vk (2.144)

setzt. Das bedeutet: Ein Maximum der Feldstérke, etwa beim Winkel 0 des
Kosinus, breitet sich mit der Geschwindigkeit

€3

s = (2.145)

in 3-Richtung aus. w heifit Kreisfrequenz, k£ wird als Wellenzahl bezeichnet.
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Die Losung (2.143) der Wellengleichung ist obendrein divergenzfrei, wie sich
sofort zeigen lésst.

Die Flidchen gleicher Phase a = kxs — wt zu einer festen Zeit sind Ebenen,
daher spricht man von einer ebenen Welle.

Die Fliachen gleicher Phasen breiten sich mit der Phasengeschwindigkeit v =

c/+/€ aus.
Die elektrische Feldstérke einer ebenen Welle steht senkrecht auf der Ausbrei-
tungsrichtung der Phase.

Die Verbindung zwischen elektrischer und magnetischer Feldstérke wird durch
die Induktionsgleichung V x E = —B hergestellt. Das legt den Ansatz

0

B(t,z) = By | cos(kxs — wt) (2.146)
0

nahe. In der Tat, das Induktionsgesetz ist erfiillt, wenn man
’UB() = EO (2147)

wiahlt.

Die elektrische Feldstérke einer ebenen Welle steht senkrecht auf der Ausbrei-
tungsrichtung. Die magnetische Feldstéirke der ebenen Welle wiederum steht
senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung und auf der elektrischen Feldstéirke.

Die Energiestromdichte im Zeitmittel ist

o _ VeE
2Ry

0
0| mit Ry= /%2, (2.148)
1

€0

Auch daran erkennt man, dass unsere Losung eine in 3-Richtung laufende
Welle beschreibt. Die Konstante Ry wird gelegentlich als Wellenwiderstand
des Vakuums bezeichnet.

Die ebene Welle ist eine Idealisierung. Sie ist jederzeit und iiberall vorhanden.
Sie miisste unendlich viel Feldenergie enthalten und transportieren. Trotzdem
ist die ebene Welle fiir viele Zwecke eine sehr brauchbare Idealisierung.

Wir wollen jetzt erértern, in welchem Sinne die ebene Welle (2.143) bereits
die allgemeinste Losung der Wellengleichung beschreibt.
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Man kann ein beliebiges Feld F stets als Fourier-Integral?’
dw &3k —jwt ikx
F(t = | — k 2.149
(o) = [ Goim e e panky (2.149)

darstellen. In diesem Sinne entsprechen sich

e das Vektorpotential A = A(¢,x) und seine Fourier-Transformierte a =
a(w, k)

e die Induktion B =V x A und ihre Fourier-Transformierte b = ik x a

e das elektrische Feld E, mit der Induktion B durch die Beziehung

1 .
—V x B=c¢gFE (2.150)
Ho
verkniipft, und die Fourier-Transformierte
2
=—i—kx(kxa). 2.151
e=—i"kx(kxa) (2151)
Soll das elektrische Feld auch noch die Wellengleichung (2.141) erfiillen, dann
muss
w = tw(k) mit w(k)=v|k| (2.152)

gewihlt werden. Aus der Fourier-Zerlegung eines beliebigen Feldes wird nun
die Fourier-Zerlegung in ebene Wellen,

3 . .
Pt ) - / (;iﬁl;:g  Tiw(k)t ik (k)

S
[ e T ). (2.153)

Ubrigens, F soll ein reellwertiges Feld sein, und das wird durch
f2(=k) = f1(k) = f(k) (2.154)

sichergestellt.

Die allgemeine reelle Losung der Wellengleichung ist also durch

3 . .
F(t,x):/(;lﬂl;ge_w(k)temmf(k)+ c.c. (2.155)

20 Jean Baptiste Joseph Fourier, 1768 - 1830, franzésischer Mathematiker und Phy-
siker
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gegeben. Dabei bezeichnet c.c. den komplex konjugierten Beitrag des voran-
stehenden Termes.

Wihlen wir drei beliebige komplexwertige Funktionen a = a(k), dann ist das
elektromagnetische Feld

B(t,z) = / (;il; e TR KT G a(k)) 4 e (2.156)

und

02/ Pk —iw(k)t ikx ik x {ik X a(k)}

B2 =" | Gmp© ‘ —iw(k)

+ cc. (2.157)
€

die allgemeine Losung der homogenen Maxwell-Gleichungen?' im linearen Di-
elektrikum. Diese allgemeine Losung ist nichts anderes als die Uberlagerung
von passend gedrehten ebenen Wellen (2.143).

Ubrigens kann man an diesen Formeln gut erkennen, dass nur der auf dem
Wellenvektor k senkrechte Anteil an a(k) zu (2.156) und (2.157) beitrégt. Die
Forderung ka = 0, d. h. VA = 0, ist also ganz natiirlich.

2.11 Brechung und Reflexion

Dass eine einzige ebene Welle die Maxwell-Gleichungen 16st ist nur méglich,
weil die Dielektrizitdtskonstante iiberall dieselbe ist. Hat man es mit verschie-
denen Medien oder mit einem inhomogenen Medium zu tun, dann setzt sich
eine Losung aus mehreren ebenen Wellen zusammen.

Wir betrachten zwei verschiedene transparente Medien. Darunter verstehen
wir Materialien mit verschwindender Leitfihigkeit o, so dass das elektroma-
gnetische Feld nicht absorbiert wird.

Das muss erklirt werden.

Wenn es im Medium ein elektrisches Feld gibt, dann ruft die Feldstérke eine
Stromdichte j' = o0 E hervor, so das Ohmsche Gesetz. In der Energiebilanz-
gleichung bewirkt das eine negative Quellstirke —oE? fiir die Energie des
elektromagnetischen Feldes, also Absorption. Nur bei nahezu verschwinden-
der Leitfahigkeit kann sich eine Welle nahezu verlustfrei ausbreiten. Medien
mit o = 0 bei der betrachteten Wellenlénge nennt man transparent.

x5 = 0 sei die Grenzfliche zwischen den Medien. Uber der Grenzfliche, im
Halbraum z3 > 0, hat die Dielektrizititskonstante den Wert ¢’. Auf der
anderen Seite befindet sich auch ein homogenes Medium mit der Dielektri-
zitatskonstanten €.

2! ohne antreibende Dichte oder Strom freier Ladungen
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kI‘

kzt

Abb. 2.1. Eine einlaufende ebene Welle wird an der Grenzschicht verschie-
dener transparenter Medien teilweise durchgelassen und gebrochen. Der Rest
wird reflektiert.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit fiir elektromagnetische Wellen betrégt also
v’ = ¢/V/e’ oberhalb und v” = ¢/v/e” unterhalb.

Auf der Grenzfliche miissen alle drei Komponenten der Induktion B stetig
sein, ebenso die Normalkomponente der Verschiebung, also (eF7), und die
Tangentialkomponenten Es und E3. Und zwar iiberall und zu allen Zeiten.

Mit einer ebenen Welle ist das nicht zu erreichen. Schon deshalb nicht, weil

auf beiden Seiten der Grenzfliche die Beziehung zwischen Kreisfrequenz und
Wellenzahl verschieden ist,

w=v'k beizz >0und w=10v"k beizz <0 . (2.158)

Die einfallende?? ebene Welle hat die Kreisfrequenz w und liuft in Richtung
n'. Diese Richtung und die Grenzflichennormale spannen die Einfallsebene
auf. Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit wihlen wir dafiir zo = 0.
Mit dem Einfallswinkel o’ ist der Wellenvektor der einlaufenden Welle durch

22 engl. incident
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sin o’
K==V |l o (2.159)
c
—cosa’

gegeben.

Den Wellenvektor der nach unten auslaufenden Welle?? bezeichnen wir mit
k®. Die Phasen der einlaufenden Welle und der auslaufenden Welle auf der
Grenzschicht miissen gleich sein. Andernfalls konnte man die Stetigkeitsbedin-
gungen nicht zu allen Zeiten und an allen Orten der Grenzflache erfiillen. Das
bedeutet insbesondere, dass die auslaufende Welle die gleiche Kreisfrequenz
hat.

Die Frequenz einer elektromagnetischen Welle éindert sich nicht beim Ubergang
zu einem anderen Medium.

AuBerdem miissen ki = k{ sowie ki = kJ erfiillt werden. Die zweite Forderung
bedeutet:

Einfalls- und Ausfallsebene stimmen iiberein.

Der Wellenvektor der auslaufenden Welle ist also

sina”
k' = % e 0 . (2.160)
—cosa’”

a’ ist der Ausfallswinkel. Die Forderung ki = k! bedeutet daher
Ve'sina’ = Ve sina” . (2.161)

Das ist das Brechungsgesetz von Snellius?*:

Das Produkt aus Brechzahl n = /e und dem Sinus des Winkels zwischen
Laufrichtung und der Normalen bleibt beim Ubergang in ein anderes Medium
erhalten.

Wenn alle sechs Komponenten des elektromagnetischen Feldes E, B an der
Grenzflache stetig wéren, konnte man die einlaufende Welle stetig an die aus-
laufende Welle anschliefen. Sind die beiden Medien aber wirklich verschieden,
dann macht uns die Bedingung, dass eFE3 stetig sein soll, einen Strich durch
die Rechnung. Die einlaufende Welle wird nicht nur gebrochen?® sondern auch
teilweise reflektiert.

23 Qurchgelassen, engl. transmitted
24 Willebrord van Roijen Snell (Snellius), 1580 - 1626, niederldndischer Astronom
und Mathematiker

25 umgelenkt, von o’ in a”
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Um alle Stetigkeitsbedingungen zu erfiillen, benétigen wir im oberen Halb-
raum ein reflektierte Welle. Die reflektierte Welle muss die gleiche Kreis-
frequenz haben wie die einfallende. Auch die zur Grenzfliche parallelen
Komponenten des Wellenvektors miissen mit denen der einfallenden Welle
iibereinstimmen. Obendrein muss der Wellenvektor k" der reflektierten Wel-
len den gleichen Betrag haben wie k'. Das alles liuft auf

sin o’
k' =2vVe | o (2.162)
c
cosa’

hinaus.

Einfallsebene und Reflexionsebene stimmen {iiberein, ebenso Einfallswinkel
und Reflexionswinkel.

Das optisch dichtere Medium hat eine groflere Brechzahl als das optisch
diinnere Medium. Beim Ubergang vom optisch diinneren ins optisch dich-
tere Medium ist der Ausfallswinkel o’ kleiner als der Einfallswinkel «’. Diese
Situation haben wir in Abbildung 2.1 angedeutet.

Beim Ubergang vom optisch dichteren ins optisch diinnere Medium ist der
Ausfallswinkel a” groler als der Einfallswinkel. Bei dem durch

sina™ =" (2.163)

bestimmten Einfallswinkel wird der Ausfallswinkel gerade 7/2. Fiir noch
groflere Einfallswinkel kann es dann keine auslaufende Welle geben, und die
gesamte Energie wird reflektiert. Beim Ubergang vom optisch dichteren zum
diinneren Medium wird bei geniigend groflem Einfallswinkel alles Licht reflek-
tiert.

Wir wollen uns nun damit befassen, welcher Teil der einfallenden Welle reflek-
tiert wird. Dabei sind zwei Fille zu unterscheiden. Die einfallende Strahlung
kann parallel zur Einfallsebene polarisiert sein oder senkrecht dazu. Wir dis-
kutieren zuerst den Fall der parallelen Polarisation.

Im Gebiet x3 > 0 setzen wir

+cosa’
E(t,z)=E' 0 cos(k'x — wt)

+sina’
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0.8t

0.6

0.4f
orthogonal

0.2t
parallel

0 20 40 60 80
Abb. 2.2. Uber dem Einfallswinkel o ist das Reflexionsvermégen fiir parallel

und orthogonal polarisiertes Licht aufgetragen. Die Brechungsindizes sind n’ =
1.0 und n” = 2.5. Der Brewster-Winkel betrigt dann etwa 68 °.

+cosa’
+ E* 0 cos(k"x — wt) (2.164)

—sina’

an, fiir z3 < 0 entsprechend

+cosa’
E(t,z)=E" 0 cos(k'x — wt). (2.165)

+sina’

Die Stetigkeitsbedingungen an das elektrische Feld fithren auf die beiden For-
derungen

n'(E'—E")=n"E" (2.166)
sowie

cosa’(E'+ E") = cosa”E". (2.167)



82 2 Elektrodynamik

Mit x = n”/n’ und y = cosa’/cosa’ schreibt sich die Lésung der beiden
Gleichungen (2.166) und (2.167) als

Bt 2 ET —
= = und — = 2% (2.168)
Er x4y E' y+=x

Das Reflexionsvermogen R ist das Verhéltnis von reflektierter zu einfallender
Intensitat:

E'xHT
_ B X H| (2.169)
|E' x H'|
Fiir parallel zur Einfallsebene polarisiertes Licht berechnet man
(y — =)
Ry =—%. 2.170
R 2170

Dieses Ergebnis ist plausibel. R kann nur Werte im Bereich 0 < R < 1 anneh-
men. Und wenn die beiden Medien gleich sind, €; = €3, gilt £ = y = 1 und
damit R = 0.

Im Falle senkrechter Polarisation (die elektrische Feldstérke steht senkrecht
zur Einfallsebene) gilt

R, = m (2.171)

Wieder liegt das Reflexionsvermégen zwischen 0 und 1 und verschwindet,
wenn die Medien gleich sind.

Bei senkrechtem Einfall (e’ = a” = 0) macht die Unterscheidung zwischen
parallel und senkrecht polarisiert keinen Sinn. Wie es sein muss, gilt dann
auch R =R, .

Das Reflexionsvermogen bei paralleler Polarisation verschwindet, wenn = =y
gilt. Das bedeutet sin 2a’ = sin 2a.”. Bei verschiedenen Medien ist die Losung
o’ = o’ auszuschliefen, daher kommt nur

a' +a”" =7/2 (2.172)

in Frage. Transmittierte Wellen und reflektierte Wellen stehen also gerade
senkrecht aufeinander. Der entsprechende Einfallswinkel o B" heifit Brewster-
Winkel?S. Fillt eine irgendwie polarisierte ebene Lichtwelle unter diesem Win-
kel auf die Grenzfliche transparenter Medien, dann gibt es keine parallel pola-
risierte reflektierte Welle. Der unter dem Brewster-Winkel reflektierte Strahl
ist in jedem Falle senkrecht polarisiert. Wir haben das in Abbildung 2.2 dar-
gestellt.

26 David Brewster, 1781 - 1868, britischer Physiker
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2.12 Das elektromagnetische Feld im leitenden Medium

Wir betrachten ein Medium mit nicht-verschwindender Leitfihigkeit o > 0.
Es gilt also das Ohmsche Gesetz

jt=0E, (2.173)

nach dem das elektrische Feld einen Strom beweglicher Ladung antreibt.

Ein elektrostatisches Feld im Leiter sorgt dafiir, dass die Ladung umverteilt
wird. Wenn es keinen Zu- und Abfluss gibt, wird sich wegen der Jouleschen
Wirme —oE? in der Energie-Bilanzgleichung ein Gleichgewicht einstellen.
Das bedeutet jf = 0 und damit E = 0.

Im leitenden Medium gibt es kein statisches elektrisches Feld, und das Poten-
tial ¢ ist konstant.

Weil an der Oberflache eines Leiters die Tangentialkomponente des elektri-
schen Feldes stetig sein muss, gilt das auch im Auflenraum iiber dem Leiter.
Das statische elektrische Feld steht senkrecht auf der Leiteroberflache.

Wenn ein Gebiet G vollstédndig von einem Leiter umgeben ist, dann muss das
Potential ¢ auf dem Rand 9G des Gebietes (seiner Oberflidche) konstant sein.
Im Gebiet selbst ist die Laplace-Gleichung A¢ = 0 zu 16sen. Zusammen mit
¢ = ¢ auf 0G ergibt das ¢ = ¢ in G.

Man kann ein Gebiet gegen statische elektrische Felder abschirmen, indem
man es mit leitendem Material umgibt (Faraday-Kifig?).

Gilt das auch fiir Wechselfelder? Das wollen wir an einer ganz einfachen Si-
tuation untersuchen.

Der Halbraum x3 > 0 sei leer, darunter befindet sich ein lineares Medium. Im
Bereich x3 < 0 setzen wir also

D =coE , B=puH und j'=0cE (2.174)

an. Auf die Grenzschicht soll unter dem Einfallswinkel o = 0 eine ebene Welle
fallen. Mit den Erfahrungen des voranstehenden Abschnittes miissen wir auch
eine reflektierte und eine transmittierte ebene Welle ansetzen, also

El Er
Etz)=| 0o e—z(wt+kx3) | o e—z(wt— kx3) (2.175)
0 0

im Vakuum und

27 Michael Faraday, 1791 - 1867, britischer Physiker und Chemiker
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oc>0

Abb. 2.3. Das statische elektrische Feld in einem Faraday-Kéfig verschwindet.

(2.176)

im Medium?®.

Auf der Vakuumseite ist alles in Ordnung: zwei ebene Wellen mit Kreisfre-
quenz w und Wellenzahl k£ = w/c.

Im Medium muss man neu untersuchen, weil es jetzt eine Stromdichte j = o FE
gibt.

Die Maxwell-Gleichung V - D = 0 ist erfiillt. V x E = —B fiihrt auf

Et
Blta)= 1| ¢ | e Wt —ams) (2.177)
w
0

Die Divergenz dieses Induktionsfeldes verschwindet. Nun bleibt noch Vx H =
j + D. Alle Beitriige zeigen in 1-Richtung, und die Gleichung ist erfiillt, wenn
man
2
2

q :MG%(]_—I— ZO')

2.178
weeg ( )

28 Diese Ausdriicke sind jeweils um die komplex konjugierten zu ergénzen
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wihlt. Die Wellenzahl ¢ = ¢’ + iq"” ist komplex. Uberwiegt der Realteil ¢,
spricht man von einer geddmpften Welle. Uberwiegt dagegen der Imaginérteil
q", dann kann die Welle kaum in das leitende Medium eindringen.

£ =1/q" kennzeichnet die Eindringtiefe: sowohl das elektrische als auch das
Magnetfeld sind auf den Wert 1/e abgefallen. Die Energie fillt also mit der
—2z/0

ab.

Das Verhéltnis der beiden Beitréige zur rechten Seite wird durch die Maxwell-
Frequenz

Tiefe z wie e

wM=2 (2.179)

bestimmt.

Mit (2.176), (2.177) und (2.178) haben wir alle Maxwell-Gleichungen auch im
linearen Medium erfiillt. Auflerdem sind die Stetigkeitsbedingungen auf der
Grenzfliche x3 = 0 zu beachten.

Die Normalkomponente der Verschiebung ist stetig, weil nicht vorhanden. Das-
selbe gilt fiir die Normalkomponente der Induktion. Die Transversalkompo-
nenten der elektrischen Feldstirke sind stetig, wenn man

E'=FE'+ ET (2.180)

wahlt.

Die Forderung, dass auch die Transversalkomponenten der magnetischen
Feldstérke stetig sein sollen, fiihrt auf

Et:a(Ei—Er). (2.181)

2.12.1 Niederfrequenz

Wenn die Frequenz der auftreffenden Welle sehr viel kleiner als die Maxwell-
Frequenz ist, w < w™, dann fillt ¢ rein imaginir aus. Es gilt

q'=q" = [FZ (2.182)

Je hoher die Frequenz und die Leitfdhigkeit, umso mehr ist das Feld in der
Leiteroberfliche konzentriert. Man spricht vom Skin-Effekt?®.

Der Vergleich mit (2.177) zeigt, dass bei immer niedrigeren Frequenzen das
elektromagnetische Feld im leitenden Medium vorwiegend magnetisch ist. Da-
mit wird klar, warum im Grenzfall w — 0 im Leiter die elektrische Feldstérke
verschwindet, wihrend es durchaus dort ein Magnetfeld geben kann.

29 engl. skin: Haut
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2.12.2 Hochfrequenz

Wenn die Frequenz w der einfallenden Welle erheblich iiber der Maxwell-
Frequenz w™ liegt, dann berechnet man
g /

! w 1
— Z und ¢” = . 2.183
¢' = ep— und ¢ pecg ( )

In dem schlecht leitenden Medium breitet sich eine ebene Welle aus, deren In-

tensitét mit der Eindringtiefe z wie e ~%* abnimmt. Die Dampfungskonstante
« ist durch

a="LosR, (2.184)
€

gegeben. Ry = +/po/€o = 376.7 Ohm ist der Wellenwiderstand des Vakuums.
In der Optik wird « als Ddmpfungs- oder Absorptionskonstante bezeichnet.
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Quantenmechanik

Rontgenstrahlen werden an Kristallen gebeugt, was einst als Hinweis gewertet
wurde, dass es sich um Wellen handelt. Neutronen werden aber auch gebeugt,
mit einem identischen Beugungsmuster, obgleich niemand bezweifelt, dass es
sich um Teilchen handelt. Die Quantentheorie 16st diesen scheinbaren Wider-
spruch auf. Wellen entstehen oder verschwinden als Teilchen. Teilchen breiten
sich als Wellen aus. Wellen und Teilchen sind die beiden Seiten ein und der-
selben Miinze.

Ausgehend von der Neutronenbeugung entwickeln wir heuristische Regeln fiir
Wahrscheinlichkeitsamplituden. Schritt fiir Schritt werden die Schliisselbe-
griffe Zustand, Messgrofle, Eigenwert, Erwartungswert, Hilbertraum, linearer
Operator, Impuls, Energie, Schrédinger-Gleichung usw. eingefiihrt. Der Ab-
schnitt iiber Zustinde und Messgrofien enthilt den mathematischen Apparat
fiir die Quantenmechanik.

Als Prototyp fiir Quanteneffekte behandeln wir das Ammoniak-Molekiil, bei
dem das Stickstoff-Ion iiber oder unter dem gleichseitigen Dreieck der Proto-
nen sitzen kann. Die symmetrische und die antisymmetrische Uberlagerung
dieser beiden Zustédnde haben verschiedene, aber scharf definierte Energien,
deren Differenz den Mikrowellen-Frequenzstandard festlegt. Im dufleren elek-
trischen Feld verdndern sich die Energieeigenwerte, ein Phdnomen, das als
quadaratischer und linearer Stark-Effekt bekannt ist.

Das Hopping-Modell fiir Elektronenbdinder kennt nicht nur zwei, sondern
abzihlbar viele Konfigurationen (eindimensionaler Kristall). Wir zeigen ohne
groflen mathematischen Aufwand, dass aus einem Valenzelektron ein qua-
sifreies Elektron (Quasiteilchen) wird, mit einer durch die Wechselwirkung
bestimmten Beziehung zwischen Energie und Impuls und mit einer effekti-
ven Masse. Wellenpakete und die Gruppengeschwindigkeit kommen von ganz
allein ins Spiel.

Nach zwei und abzihlbar vielen Konfigurationen behandeln wir ein Kontinu-
um von moglichen Werten, als Beispiel den Kernabstand in einem zweiatomi-
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gen Molekiil, der um seinen Gleichgewichtswert schwingt. Wir studieren im
Abschnitt Molekiilschwingungen den harmonischen Oszillator, allein mit al-
gebraischen Mitteln. Nur die Vertauschungsregeln der beteiligten Operatoren
werden herangezogen.

Der Ubergang zum dreidimensionalen Raum verlangt, dass man sich mit Dre-
hungen beschiftigt, mit Operationen also, die nicht miteinander vertauschen.
Wiederum stiitzen wir uns lediglich auf Vertauschungsregeln, um weitreichen-
de Aussagen iiber den Drehimpuls herzuleiten. Der Abschnitt iiber den Bahn-
drehimpuls konkretisiert das fiir Wellenfunktionen im gewthnlichen Raum.

Nach diesen Vorarbeiten konnen wir uns dem wichtigsten Gegenstand der
Quantenmechanik zuwenden, dem Wasserstoff-Atom. Die Berechnung der ge-
bundenen Zusténde ist zum Gliick mit verhaltnisméafig geringem mathemati-
schen Aufwand moglich, und die Ergebnisse sind der Ausgangspunkt fiir die
gesamte Atom- und Molekularphysik und fiir vieles mehr.

In dem Abschnitt iiber Spin und Statistik greifen wir solch eine Fortentwick-
lung auf. Wenn der Atomkern mehrere Elektronen an sich fesseln kann, muss
ernst genommen werden, dass Elektronen wirklich identisch sind. Elektronen
sind Einzelgénger, sie konnen denselben Zustand nicht mehrfach besetzen.
Damit kann man das periodische System der Elemente verstehen.

Der letzte Abschnitt bringt eine kursorische Ubersicht iiber das heutige
Verstéindnis von Elementarteilchen. Eine ausfiihrliche Erorterung wiirde den
Umfang dieses Buches sprengen. Wir kommen allerdings spéter auf einen
Aspekt zuriick und zeigen, warum man aus Streuexperimenten auf die Struk-
tur vermeintlicher Elementarteilchen schliefen kann, woher man weif3, dass
Protonen und Neutronen aus Quarks mit drittelzahliger Ladung zusammen-
gesetzt sind.

3.1 Wellen und Teilchen

Wir betrachten einen Einkristall. Der Kristall wird durch Verschieben der
Einheitszelle um die Gittervektoren x¢ = g1a;1 + g2a2 + gsas aufgebaut, mit
ganzen Zahlen g1, g2, g3.

Léasst man auf diesen Kristall monochromatische Rontgenstrahlung auffallen,
so beobachtet man bei ganz bestimmten Orientierungen des Kristalls sehr
scharf gebiindelte abgebeugte Strahlung.

Beugung tritt auf, wenn die Laue-Bedingungen'
kaj (naus - nein) = 27Tl/j (31)

fir 7 = 1,2,3 mit ganzen Zahlen v, s, 3 erfiillt sind. Dabei ist ne, ein
Einheitsvektor in Richtung des Primérstrahles und n,s ein Einheitsvektor in

! Max von Laue, 1879 - 1960, deutscher Physiker
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Richtung des abgebeugten Strahles, sieche hierzu die Abbildung 3.1. A steht
fiir die Wellenlidnge der Réntgenstrahlung und k& = 27/ fiir die zugehorige
Wellenzahl.

Nein
\ / Maus

Abb. 3.1. Monochromatische Réntgenstrahlung f&llt auf einen Kristall.

(3.1) ldsst sich begriinden. Bei g = —RQmNein gibt es eine Quelle fiir
Rontgenstrahlung. Das entsprechende elektromagnetische Feld polarisiert die
Kristall-Einheitszellen, und das oszillierende Dipolmoment der Einheitszellen
ist ein Sender fiir auslaufende elektromagnetische Strahlung derselben Fre-
quenz. Jede Einheitszelle bei x¢ sendet also Strahlung aus, die bei xp =
Rpnaus nachgewiesen wird. Sind Quelle und Detektor weit vom Kristall ent-
fernt, dann berechnet man

e T1AZG (3.2)

als Phasenfaktor fiir eine Welle, die bei g ausgesendet wird, die Einheitszelle
bei ¢ als Empfangs- und Sendeantenne benutzt und bei & p empfangen wird.
A = k(Nays — Nein) ist der Wellenvektoriibertrag.

Wir leiten (3.2) im néchsten Abschnitt her.

Summiert man tiber sehr viele Einheitszellen, dann heben sich die auslau-
fenden Wellen im allgemeinen auf. Nur wenn die Laue-Bedingung (3.1) erfiillt
ist, kommt es zur konstruktiven Interferenz, und man kann einen abgebeugten
Rontgenstrahl beobachten.

Das erkennt man an der folgenden Rechnung. Wir gehen von Ny x Ny X N3
Einheitszellen aus. Die Summe iiber (3.2) ergibt dann

—iAx
A= E e ¢
G
3 Ny—1 .
—ig. A - a,
e
=1 g-=0

T
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(3.3)

z ist ein unbedeutender Phasenfaktor, |z| = 1.

Die Intensitit der auslaufenden Rontgen-Strahlung ist also proportional zu

3
Ioc|A\2:H

r=1

sin(N, A - a,/2) |”
sin(A - a,/2)

(3.4)

Die rechte Seite hat im allgemeinen einen Wert um 1. Nur wenn simultan die
drei Laue-Bedingungen (3.1) erfiillt sind, erhélt man einen scharfen Peak.

Dass Rontgenstrahlen an Kristallen gebeugt werden, hat Max von Laue schon
1912 entdeckt. Damit war damals klar: Rontgenstrahlen sind elektromagneti-
sche Wellen.

Andererseits hat Max Planck? um 1900 die Gesetze der Hohlraumstrahlung
damit erkldren koénnen, dass Licht nichts anderes ist als ein Photonengas (in

heutigen Worten). Je kleiner die Wellenlédnge des Lichtes, umso energiereicher
die Photonen, E = hw.

Will man Elektronen aus einem Metall ins Freie katapultieren, muss man
mindestens die Austrittsarbeit Fp (Bindungsenergie) aufwenden, indem man
beispielsweise mit Licht bestrahlt. Wenn das nicht funktioniert, hat es keinen
Zweck, mehr Licht anzubieten, also die Intensitit zu erhéhen. Man muss die
Energie (Frequenz) der Lichtteilchen soweit erhohen, dass die Bedingung hw >
Ep erfiillt ist. Diese Erkldrung des Photo-Effektes durch Albert Einstein hat
die Vorstellung gefestigt, dass Licht (als Lésung der Maxwell-Gleichungen klar
eine Welle) auch Teilcheneigenschaften hat.

Wellen entstehen oder verschwinden als Teilchen. Teilchen breiten sich als
Wellen aus.

Mit 'Teilchen’ spielen wir darauf an, dass eine Eigenschaft iiberhaupt nicht,
einmal, zweimal usw.vorhanden ist. Teilchen lassen sich abzihlen.

Bei Wellen denken wir an Felder 1) = (¢, ) und an das Uberlagerungsprinzip.
Wellen kénnen sich aufschaukeln oder ausloschen.

Dass 'Teilchen’ und "Wellen’ keine Alternativen sind, sondern die beiden Sei-
ten derselben Miinze, wurde mit der Entdeckung der Elektronenbeugung und
Neutronenbeugung an Kristallen ganz klar.

Bestrahlt man einen Kristall mit Teilchen, Elektronen oder Neutronen, die
den Impuls p = pngyhaben, dann findet man einen abgebeugten Strahl in
der Richtung n,,s genau dann, wenn die Laueschen Bedingungen gelten:

— a;(Naus — Mein) = 2715, (3.5)

h
2 Max Planck, 1858 - 1947, deutscher Physiker
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mit drei ganzen Zahlen v, 15 und v3. Das ist ein durch unzihlige Experimente
erhirteter Befund.

Die Proportionalititskonstante & hat denselben Wert fiir alle Teilchen®. Wel-
len mit Wellenvektor k treten als Teilchen mit Impuls

p = hk (3.6)

auf, so die Beziehung von de Broglie?.

3.2 Wahrscheinlichkeitsamplituden

Wir betrachten ein typisches Beugungsexperiment mit langsamen Neutronen.

Durch Laufzeitmessung kann man die Geschwindigkeit v der Neutronen mes-
sen, und damit den Impuls p = mv. Es ist moglich, einen Strahl von einfal-
lenden Neutronen so zu priparieren, dass alle Neutronen (nahezu) denselben
Impuls haben und in die gleiche Richtung 7., fliegen.

Dieser Neutronenstrahl trifft auf ein Target, einen Einkristall. Wir nehmen
an, dass der Einkristall sorgfiltig justiert worden ist, so dass in Richtung 1,y
Beugung moglich ist, weil die Laue-Bedingungen erfiillt sind. Natiirliche wer-
den nicht alle Neutronen abgebeugt, viele fliegen von dem Kristall unbehelligt
einfach geradeaus weiter.

I; sei die Intensitét des einfallenden (incident) Strahles: Anzahl der Neutronen
pro Fliachen- und Zeiteinheit. Mit I; bezeichnen wir die Intensitét des Strahles
hinter dem Einkristall (transmitted). Der abgebeugte Strahl hat die Intensitét
I, (refracted).

Mit der Wahrscheinlichkeit Wy = I /I; fliegt ein Neutron also unbehelligt
weiter, mit der Wahrscheinlichkeit W, = I,/I; wird es abgebeugt.

Fiir Strahlen macht diese Redeweise Sinn, aber wie soll sich ein einzelnes
Neutron entscheiden, ob es geradeaus weiterfliegen will oder sich abbeugen
lasst?

Fast einhundert Jahre Nachdenken und Experimentieren lassen sich so zusam-
menfassen: Einzelprozesse sind nicht determiniert, nur die Wahrscheinlichkei-
ten stehen fest.

Das hat die Generation unserer Grofeltern schwer erschiittert. Schliefllich hat-
te die moderne Naturwissenschaft einwandfrei gezeigt, dass nicht Gott®, son-
dern unverinderbare Gesetze alles Geschehen bestimmen. Der Kosmos — eine
Maschine, im Gegensatz dazu der freie WilleS. Einstein hat sich zeitlebens

? h=1.054 x 107%* Js

4 Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie, 1892 - 1987, franzosischer Physiker

5 ...der den Himmel lenkt — so heiBt es in einem bekannten evangelischen Kirchen-
lied

5 meist nur den Menschen zugestanden
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nicht mit der Vorstellung abfinden konnen, dass einzelne Ereignisse wirklich
zufillig sind. 'Der Alte wiirfelt nicht’ ist einer seiner bekannten Ausspriiche.
Dass es den Alten gibt, dass er bestimmt, was geschieht — das wird nicht in
Frage gestellt. Nur dass der Alte dabei wiirfelt, will er nicht hinnehmen. Wir
sollten uns aber damit abfinden, dass es so ist — oder dass es so aussieht.

Den Prozessen wird eine Wahrscheinlichkeit zugeordnet. Interferenzphdnome-
ne, wie die Beugung am Kristall, kann man aber nur mit Amplituden ver-
stehen, die sich zu Null aufheben konnen. Jede Wahrscheinlichkeit W ist das
Betragsquadrat einer Wahrscheinlichkeitsamplitude @, einer komplexen Zahl.

Lauft der Prozess C' «— A iiber das Zwischenstadium B ab, als C «— B «— A,
dann multiplizieren sich bekanntlich die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten.
Wir fordern das auch fiir die Wahrscheinlichkeitsamplituden:

Pcpa = PePBA - (3.7)

Kann nicht festgestellt werden, iiber welches Zwischenstadium der Prozess
abgelaufen ist, dann sind die Amplituden zu addieren:

Pca = ZQPCB@BA- (3.8)
B

Wie mit diesen noch vage formulierten Regeln umzugehen ist, soll am Beispiel
der Neutronenbeugung vorgefiihrt werden.

Bei £y = —Rnein wird ein Neutron mit Energie E = p?/2m emittiert. Die
Wahrscheinlichkeit, bei @ aufzutauchen, nimmt wie 1/|z — zg|? ab. Zudem
soll die Ausbreitung Wellencharakter haben, deswegen muss die Wellenzahl
k = p/h vorkommen. Wir setzen daher

ezk|a: —zg|

Po(x) o (3.9)

|z — zq|

an: eine Kugelwelle um xg mit Wellenzahl k.

Von der Einheitszelle bei g wird das Neutron mit der Wahrscheinlichkeit-
samplitude f nicht ignoriert, sondern eingefangen und wieder emittiert. Weil
die Einheitszellen identisch sind, hiangt die sog. Streuamplitude f nicht von
G ab.

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, danach bei @ aufzutauchen, ist

ezk|m —z¢|

D (x) oc (3.10)

|x — x|

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass ein bei &g erzeugtes Neutron
irgendwo im Kristall abgebeugt wird und danach im Detektor bei xp einge-
fangen wird, ist
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Q)DQ .8 Zdjg(mD) f @Q(:Eg) . (311)
G

Wir bauen nun ein, dass sowohl die Quelle als auch der Detektor sich weit
weg vom Kristall befinden: g = —RgNein und £p = Rpmnays. Fiir (3.9) darf
man dann

kR,
e Q . tknenxa

o (wc) = (3.12)

Rq

schreiben und einen entsprechenden Ausdruck fiir (3.10).

Mit dem Wellenvektoriibertrag A = K,us — Kein = k(Taus — Mein) gilt demnach

Z e —iA:BG

G

2
|fI?
R RS,

Wpq = [pg|* (3.13)

Daraus folgen unmittelbar die Laue-Bedingungen, wie wir schon wissen.

Von entscheidender Bedeutung fiir diese Herleitung ist die Annahme, dass
nicht festgestellt werden kann, an welcher Einheitszelle das Neutron abge-
beugt worden ist. Blumig formuliert: das Neutron hinterlidsst im Kristall kei-
nen Fuffabdruck.

Das ist nicht immer so.

Bekanntlich haben Teilchen nicht nur einen Bahndrehimpuls, sondern auch
einen Spindrehimpuls. Der Spindrehimpuls des Neutrons betrigt +h/2, etwa
in Bezug auf die 3-Achse. Bei der Wechselwirkung mit einem Atomkern ist der
gesamte Drehimpuls erhalten. Der Bahndrehimpuls darf nur ein ganzzahliges
Vielfaches von A sein, wie wir spéter zeigen werden. Weil die Neutronen, mit
denen man Beugungsexperimente macht, sehr langsam sind, kommt nur der
Bahndrehimpuls 0 in Frage. Folglich ist bei einer Wechselwirkung die Summe
aus Neutronenspin und Kernspin erhalten, wiederum in Bezug auf die 3-Achse.

Wenn die Kerne des Kristalls den Spin 0 besitzen, wie z. B. 2C, dann kann
sich bei der Wechselwirkung der Spin des Neutrons nicht umkehren. In diesem
Falle stimmt alles, was wir oben dargelegt haben.

Wenn der Kernspin aber von Null verschieden ist, z. B. +h/2 bei 23Al, dann
muss man zwei Fille unterscheiden: entweder hat sich der Neutronenspin um-
gedreht oder nicht. Im ersten Fall ist auch mit dem Kernspin nichts passiert,
und das abgebeugte Neutron hat tatsichlich keinen Fulabdruck hinterlassen.

Wenn sich der Neutronenspin aber umdreht, von //2 in —/4/2, dann muss sich
auch der Spin des Kernes dndern, mit dem das Neutron eine Wechselwirkung
gehabt hat. Im Prinzip, auch wenn das technisch schwierig oder unmoglich
ist, lasst sich feststellen, welcher Kernspin sich um A erhoht hat. Man muss
dann in (3.13) erst die Amplituden quadrieren und danach iiber alle Gitter-
bausteine summieren. Natiirlich gibt es in diesem Fall keine Beugung, sondern
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nur Streuung. Die aus dem direkten Strahl entfernten Neutronen laufen mit
gleicher Wahrscheinlichkeit in irgendeine Richtung (isotrope Streuung). Wie
gesagt, nur dann, wenn die Kerne des Kristalls einen von Null verschiede-
nen Spin haben und wenn man nur die Neutronen nachweist, die ihren Spin
umgedreht haben.

Wir halten fest:

e Teilchen breiten sich als Wellen aus.
o Wellen werden als Teilchen erzeugt oder absorbiert.
e Zum Wellenvektor k der Welle gehort der Impuls p = hk des Teilchens.

e Prozesse mit einzelnen Teilchen sind nicht determiniert, sondern mehr oder
weniger wahrscheinlich.

e Solche Wahrscheinlichkeiten sind Betragsquadrate von Amplituden.
e L#uft ein Prozess iiber ein Zwischenstadium ab, dann sind die entspre-
chenden Amplituden zu multiplizieren.

e Lisst sich nicht feststellen, iiber welches der verschiedenen Zwischensta-
dien ein Prozess abgelaufen ist, dann sind die Amplituden {iber alle ver-
schiedenen Zwischenstadien zu summieren.

Diese Regeln haben sich (zumindest fiir die Beschreibung der Neutronen-
Beugung) bewihrt. Bewihrt hat sich zugleich der Ansatz fiir eine Kugelwelle:
Ein Teilchen mit Impuls p wird bei y erzeugt und bei & nachgewiesen. Die
Amplitude fiir diesen Prozess ist zu

1

P =P(x,y) = 7EW

mit p = hk (3.14)

proportional.

3.3 Zustinde und Messgrofien

Wir fragen nach der Wahrscheinlichkeit dW = dW (x) dafiir, dass ein ir-
gendwie erzeugtes Teilchen bei & im Volumen dV nachgewiesen wird. Die
Amplitude ¥ = ¢(x) dafiir ist eine Wellenfunktion. Es gilt

AW () = dV [ (@) mit /dV (@) =1. (3.15)

Die Wellenfunktion ¢p = t(x) beschreibt den Zustand des Teilchens. Wir
werden den Begriff 'Zustand eines Systems’ noch mehrfach erweitern. Von
normiert im Sinne von (3.15) zu 'normierbar’ im Sinne von (3.24) Von einem
auf viele Teilchen. Von reinen auf gemischte Zustinde. Doch davon spéter.
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Man kann jede Wellenfunktion in ebene Wellen zerlegen:

3 “ ikx
v(a) = [ G o) (3.16)

Wir interpretieren

e das Integral als Summe {iber verschiedene Zusténde,

) eka als Amplitude dafiir, den Impuls p = Ak zu haben und bei « nach-
gewiesen zu werden,

. @Z(k:) als Amplitude dafiir, geméss 1 erzeugt worden zu sein und den Impuls
p = hk zu besitzen.

Wenn das so ist, dann erwarten wir fiir den Impuls den Wert

3 ~
(P) = [ G 6 p = [V (@)} ¥ uia). (3.17)

Diese Interpretation ist vertréaglich mit der Feststellung

3 ~
[ e loE = [ av @), (3.19

Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist das Teilchen irgendwo und hat irgendeinen Im-
puls.

Der Erwartungswert fiir den Aufenthaltsort des Teilchens ist

(X) = /de(w)ﬁw = /de/J*(a:)w Y(x). (3.19)
(3.15), (3.17) und (3.19) legen die folgende Sprechweise nahe.

e FEinem Paar (¢,v) von Wellenfunktion wird das Skalarprodukt

(6,9) = / 4V §*(z) () (3.20)

zugeordnet.

e Normierte Funktionen ¢ sind durch

16]1> = (¢, ¢) =1 (3.21)

gekennzeichnet.

e Den physikalischen Messgroflen sind lineare Operatoren zuzuordnen, die
Wellenfunktionen umformen.
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o Der Erwartungswert einer Messgrofle M im Zustand ¢ wird geméf

(M) = (¢, M) (3.22)

berechnet, mit einer normierten Wellenfunktion ¢.

e Der Ortsoperator wird durch die Vorschrift 'multipliziere die Wellenfunk-
tion mit ihrem Argument’ dargestellt.

e Der Impulsoperator wird durch ’partiell Ableiten, anschlieBend mit h/i
multiplizieren’ dargestellt.

Den Ausdruck (3.22) fiir den Erwartungswert einer Messgrofie M im Zustand
1 kann man in

(6, M)
0 =00

umschreiben. Dabei wird nur noch verlangt, dass ¥ normierbar ist im Sinne
von

(3.23)

/dV|w(m)|2 < 0. (3.24)

Die Wellenfunktionen ¢ und 2t (mit z # 0) beschreiben denselben Zustand.

Die Menge der im Sinne von (3.24) quadratintegrablen Wellenfunktionen ist
ein linearer Raum. Dieser Raum wird durch das Skalarprodukt (3.20) sogar
zu einem Hilbertraum” H.

Lineare Abbildungen L : H — H bezeichnen wir als lineare Operatoren. Leider
sind gerade die physikalisch interessanten linearen Operatoren, wie Ort und
Impuls, nicht im gesamten Hilbertraum definiert, sondern nur auf dichten
Teilraumen®. Das stért aber viel weniger, als man meint. Kein physikalisch
interessantes Ergebnis darf davon abhéngen, ob der Raum wirklich unendlich
ausgedehnt oder nur sehr groB, aber endlich ist®.

3.4 Messwerte und Eigenwerte

Zu jedem physikalischen System gehort ein Hilbertraum H. Die Zusténde
werden durch Strahlen in diesem Hilbertraum beschrieben. Das bedeutet: die
von Null verschiedene Wellenfunktion ¢ und die Wellenfunktion z% (mit z #
0) beschreiben denselben Zustand des Systems.

" David Hilbert, 1862-1943, deutscher Mathematiker

8 Bin Teilraum ' ist in H dicht, wenn sich jede Wellenfunktion v € H als Grenz-
wert einer Folge 1)1, 2, ... von Wellenfunktionen in ' schreiben lisst.

9 Dann wire der Ortsoperator im gesamten Hilbertraum definiert, und der Impuls
auch.
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Die MessgroBent® werden durch lineare Operatoren M : H — H dargestellt.
Aber nicht jeder lineare Operator entspricht einer Messgrofie. Es muss namlich
sichergestellt werden, dass die Messergebnisse immer reelle Zahlen sind.

Es ldsst sich leicht zeigen, dass (v, M) und (M1, 1))* dasselbe sind. Wenn
man auch noch

(1, Myp) = (M), 1)) fiir alle ¢ € H (3.25)

fordert, dann darf man sich darauf verlassen, dass die Messgrofle M fiir jeden
Zustand einen reellen Erwartungswert hat.

(3.25) ist mit
(¢, Myp) = (Mo, ) fir alle ¢,¢ € H (3.26)

gleichwertig. Operatoren, die (3.26) erfiillen, heiflen symmetrisch, oder her-
mitesch, oder selbstadjungiert. Symmetrisch: wegen der Symmetrie in (3.26).
Hermitesch, weil sich Hermite!'! mit solchen linearen Abbildungen ausgiebig
beschiiftigt hat. Selbstadjungiert: weil der Operator M mit seinem adjungier-
ten Operator iibereinstimmt. Zu jedem linearen Operator M gibt es ndmlich
einen adjungierten Operator MT, so dass

(6, M) = (MT¢, ) fiir alle ¢,¢ € H (3.27)

gilt.

Die Unterschiede zwischen diesen Begriffen spielen nur bei unbeschréinkten
Operatoren'? eine Rolle, und darauf wollen wir hier nicht niher eingehen.
Messgrofien werden durch selbstadjungierte Operatoren dargestellt.

Selbstadjungierte Operatoren sind interessante Objekte. Sie haben ein voll-
stdndiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren mit reellen Eigenwerten. Das
muss erklédrt werden.

Die Gleichung
My =mx mit x #0 (3.28)

definiert einen Eigenvektor x. Abbilden mit M fiihrt dazu, dass der Eigenvek-
tor lediglich um den Eigenwert m gestreckt oder gestaucht wird. Die Richtung
bleibt.

Die Eigenvektoren x1, x2, - . . eines selbstadjungierten Operators M kénnen so
gewahlt werden, dass

(X5 Xk) = Gjk (3.29)

10 5der Observablen
1 Charles Hermite, 1822 - 1901, franzésischer Mathematiker
12 A ist beschriinkt, wenn ||Ad||* < K||¢||? fiir alle ¢ € H gilt.
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gilt. Das Kronecker!3-Delta 6,,,, verschwindet, wenn die Indizes nicht {iber-
einstimmen und hat fiir m = n den Wert 1. In diesem Sinne sind die Eigen-
vektoren normiert und orthogonal'® zueinander.

Dass die Eigenvektoren normiert sind, kann man immer durch einen passenden
Vorfaktor erreichen. Schliefflich ist ein Eigenvektor von Null verschieden und
liegt im Hilbertraum, hat also eine endliche Norm.

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander,
wie man leicht zeigen kann.

Uberhaupt bilden die Eigenvektoren zu einem Eigenwert einen linearen Raum,
den Eigenraum. Der Eigenraum kann eindimensional oder mehrdimensional
sein. Es ldsst sich aber immer eine orthogonale Basis fiir den Eigenraum finden.

Anders ausgedriickt: wenn die Eigenwerte fiir mehrere Eigenfunktionen gleich
sind, dann ldsst es sich erreichen, dass letztere orthogonal zueinander sind. In
diesem Sinne ist (3.29) zu lesen.

Das System der Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators M ist zu-
dem vollsténdig: jeder Vektor ¢ € ‘H kann als Summe

V(@) =D 2x(@) (3.30)

geschrieben werden. Die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators eig-
nen sich als Basis fiir den gesamten Hilbertraum.

(3.29) prézisiert, was 'verschieden’ bedeuten soll. Zusténde sind verschieden,
wenn die entsprechenden Wellenfunktionen orthogonal zueinander sind, so
dass ihr Skalarprodukt verschwindet.

Zu jeder Messgrofle M kann man die Schwankung 6 M im Zustand i angeben:
SM? = (M?) — (M)?. (3.31)

Die Schwankung der Messgréfie M in einem Eigenzustand verschwindet. Um-
gekehrt: nur in den Eigenzusténden einer Messgrofle M verschwindet die
Schwankung. Hat man das System in einen Eigenzustand x der Messgrofie
M gebracht und misst M, dann ergibt sich der entsprechende Eigenwert m
ohne Schwankung.

Die Zerlegung (3.30) lesen wir folgendermaflen. Der Prozess, das Teilchen bei
x vorzufinden, lduft {iber die Zwischenstadien ab, im Eigenzustand x; zu sein.
Die Amplituden dafiir sind z;. Mit der Amplitude x;(x) wird ein Teilchen im
Eigenzustand x; bei « angetroffen. Der Erwartungswert der Messgréfe M im
(normierten) Zustand v ist

13 Leopold Kronecker, 1823 - 1891, deutscher Mathematiker
14 Zwei Vektoren ¢ und v stehen aufeinander senkrecht (sind orthogonal), wenn

(1, ¢) = 0 gilt.
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(M) y = (¢, Myp) = ZW m; . (3.32)

Vollig klar: Mit der Wahrscheinlichkeit |zj|2 ist im Zustand v der Eigenzu-
stand x; der Messgrofle M enthalten. Die Messung von M im Eigenzustand
X; ergibt m;, und (3.32) ist ein gewichtetes Mittel.

Wir halten fest:

e Zu jeder Messgrofle M gehort ein selbstadjungierter linearer Operator, den
wir ebenfalls mit M bezeichnen.

e Die Eigenwerte m; dieses Operators M sind gerade die mdoglichen Mess-
werte.

e Ist das System im Eigenzustand x; der Messgrofie M, dann wird das Mes-
sergebnis m; schwankungsfrei gemessen.

e Jeder Zustand kann in die Eigenzusténde x1, x2, - . . der Messgrofie M zer-
legt werden.

Ubrigens kann man Funktionen von selbstadjungierten Operatoren ganz ein-
fach erkldren. Wenn M die Eigenwerte mq,ma, ... hat, dann besitzt f(M) die
Eigenwerte f(my), f(ms2),.... Die Eigenvektoren sind dieselben.

Fiir beliebige lineare Operatoren lassen sich Polynome und konvergente Po-
tenzreihen erkléren:

e ol durch (aL)y = a(Ly))

o [+ Ly durch (L1 + L2)y = (L19)) + (La%))

o Lol durch (LoLy )y = Lo(L1%)

e Fir jedes Polynom p ist damit der lineare Operator p(L) erklért.

e mit
ILI[ = sup [[Ls]] (3.33)
[l]=1
als Operator-Norm kann man nun entscheiden, ob eine Potenzreihe kon-
vergiert!®.

Fiir konvergente Potenzreihen selbstadjungierter Operatoren gibt es also zwei
Definitionen, die jedoch zum Gliick iibereinstimmen.

Wir schliefen mit einer Bemerkung zum Begriff ’gemeinsame Diagonalisie-
rung’. Damit ist gemeint, dass zwei Messgrolen A und B denselben Satz
von Eigenvektoren xi,x2,... haben. Mit Ax; = a;x; und Byx; = b;x; gilt
dann AByx; = BAx; = a;b;x; fiir jeden Eigenvektor. Weil das System der

15 Schon wieder ein Hinweis, dass unbeschrinkte Operatoren Schwierigkeiten berei-
ten.
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Eigenvektoren vollstandig ist, gilt AB = BA im gesamten Hilbertraum. Ge-
meinsam diagonalisierbare Messgrofien vertauschen. Die Umkehrung ist auch
richtig: vertauschende Messgrofien konnen gemeinsam diagonalisiert werden.

Ort und Impuls vertauschen nicht miteinander. Vielmehr gilt
[X,P] =ihl. (3.34)
Aus diesen kanonischen Vertauschungsregeln lisst sich ableiten'®, dass

SX5P > g (3.35)

gilt, und zwar fiir jede der drei Raumrichtungen. Diese als Unschérfe-Bezie-
hung bekannte Ungleichung geht auf Heisenberg!? zuriick.

3.5 Zeit und Energie

Ein linearer Operator U heiflt unitér, wenn

(Ug,Uy) = (¢, ¢) fiir alle ¢,1p € H (3.36)

gilt. Unitédre Operatoren beschreiben Symmetrien.
Die Verschiebung eines Systems um die Strecke a ist eine Symmetrie.
Wir ordnen jeder Wellenfunktion 1 die verschobene Wellenfunktion ¥ q durch

Ya(@) = b(e +a) (37)
1. Man erkennt sofort, dass

(Ya,vYa) = (¥, ) (3.38)
gilt.
Eine Taylor-Entwicklung!® liefert

va@) = (@) + (@) + Ty 1 (339)

1! 2!

h
Mit dem Impuls-Operator P = — V kann man das in
i

va ="y Ul (3.40)

16 die Rechnung ist nicht ganz einfach
17 Werner Heisenberg, 1901 - 1976, deutscher Physiker
8 Brook Taylor, 1685 - 1731, britischer Mathematiker
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umschreiben!?. Zu jeder Ortsverschiebung (Translation) a gehért ein unitérer
Operator U(a).

Im Sinne von U(az)U(a1) = U(az+aq) bilden diese Operatoren eine Gruppe.
So wie Ort und Zeit zusammengehoren, gehtren auch Impuls und Energie
zusammen. Die Zeitverschiebung um ¢ wird durch den Warte-Operator (Zeit-
translation)

L

Ut)y=e & (3.41)

beschrieben. Die Messgrofle H ist die Energie des Systems, oder der Hamilton-
Operator??.

Bisher haben wir nur behandelt, wie man einen Zustand v préapariert und
dann die Messgrofie M misst. Jetzt wollen wir die Zeit ins Spiel bringen. Ehe
man M misst, wartet man die Zeit .

Begrifflich kann man ’Praparieren und Warten’ als neue Praparationsvorschrift
auffassen. Erst den Zustand 1) herstellen und dann die Zeitspanne ¢ verstrei-
chen lassen, ist eine neue Priaparationsvorschrift, ndmlich fiir

Ve =U(t)y. (3.42)
Das Tripel {Zustand, Warten,Messen} = {v,t, M} wird im Schrédinger-Bild?!
zu {1y, M } verkiirzt.

Der Zustand ist von der Zeit abhiingig. Diese Zeitabhiingigkeit (3.42) kann
man iibrigens auch als eine Differentialgleichung schreiben:

- ?1/& = Hiy, (3.43)

die berithmte Schrodinger-Gleichung.

Im Schrédinger-Bild schreibt man fiir den Erwartungswert der Messgrofie M
im Zustand 1; den Ausdruck

(2, Mapy) = (U (£)9, MU ())) (3.44)
an. Das ist dasselbe wie

(¥, U@ MU ()) = (¢, M) (3.45)
mit??

M, =U(-t)MU(t). (3.46)

19 Die Exponentialfunktion eines linearen Operators ist durch die entsprechende
Potenzreihe erklart

20 William Rowan Hamilton, 1805 - 1865, britischer Mathematiker und Physiker

2! Erwin Schrodinger, 1887 - 1961, osterreichischer Physiker

2yt =y~ (unitér) und U)U(—t) = I (Gruppe)
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Diesmal hat man "Warten, dann Messen’ als neue Messvorschrift verstanden.
Das ist das Heisenberg-Bild, nach dem die Messgroflen zeitabhingig sind.

Dasselbe Tripel {Zustand,Warten,Messen} = {4, ¢, M} wird nun zu {¢, M}
verkiirzt.

Die Heisenberg-Gleichung fiir zeitabhéngige Observable ist

1

M, - [H, My]. (3.47)

Messgrofen, die mit der Energie vertauschen, sind Konstante der Bewegung.
Es folgt sofort: die Energie selber ist eine Konstante der Bewegung.

Wir werden im folgenden Text meist im Schrodinger-Bild argumentieren. Ins-
besondere interessieren wir uns fiir die Eigenzustéinde des Hamilton-Operators.
Energie-Eigenzustéande, also Losungen der Gleichung

Hy=Ex, (3.48)
sind ndmlich stationér. Sie hingen von der Wartezeit t wie

_ i i
Xt = e htEx: e Mtx (3.49)

ab. Der Faktor vor y ist lediglich ein Phasenfaktor, er hat keinen Einfluss auf
irgendein Messergebnis. Die Energie-Eigenzustidnde sind also in der Tat stati-
onér. Messungen an Energie-Eigenzustéinden héngen nicht von der Wartezeit
zwischen Préparation und Messung ab.

Man beachte die Analogie: denkt man an Teilchen, ist von Impuls p und
Energie E die Rede. Bei Wellen spricht man von Wellenvektor k und Kreis-
frequenz w. Beidesmal ist das Plancksche Wirkungsquantum 7 der Proportio-
nalitdtsfaktor.

Ubrigens kann man auch im Schrédinger-Bild von der Anderungsrate M einer
Observablen M sprechen. Wegen

d d
M) = G0 M)
= (v, 5 [H.Mi]v)
= (0, 7 [H, M]y) (350)
gilt

M= —[H,M]. (3.51)
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3.6 Ammoniak-Molekiil

Das Ammoniak-Molekiil NHj ist folgendermafien gebaut. Die drei Protonen
bilden ein gleichseitiges Dreieck (in der x,y-Ebene). Der Stickstoffkern liegt
auf der Mittelsenkrechten (z-Achse), und die gemeinsamen zehn Elektronen
halten das Molekiil zusammen.

Die energetisch giinstigste Lage des Stickstoff-Kernes auf der Mittelsenkrech-
ten ist nicht die Position z = 0, wie man aus Symmetriegriinden erwarten
konnte. Vielmehr gibt es zwei giinstigste Positionen. In der Abbildung 3.2
haben wir die Energie des Molekiils iiber der Position des Stickstoff-Kernes
aufgetragen:

v
N

Abb. 3.2. Gesamtenergie E eines Ammoniak-Molekiils als Funktion der Po-
sition des Stickstoff-Kernes (schematisch)

Wir bezeichnen mit ¢ den normierten Zustand minimaler Energie, bei dem
der Stickstoffkern {iber den Protonen sitzt. Das gespiegelte Molekiil wird durch
den Zustand ¢| beschrieben. Diese beiden Zusténde sind verschieden, daher
diirfen wir uns auf (¢;, ¢;) = 0 verlassen. Aus Symmetriegriinden gilt £ =

(¢T7H¢T) = ((blaHd)l)'

Das Matrixelement V' = (¢, H¢1) wird nicht verschwinden. Es beschreibt
die Moglichkeit, dass das Ammoniakmolekiil den Zustand wechselt, von ¢ zu
¢,. Durch geeignete Wahl einer relativen Phase kann man erreichen, dass V
reell, sogar positiv wird. Angeregte Zustinde des Ammoniak-Molekiils spielen
fiir die folgende Diskussion keine Rolle, so dass die Energie (der Hamilton-
Operator) durch die Matrix

g [ @nHS) G HeY ) _ (EV (3.52)

(61, Hoy) (91, Ho)) V E
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beschrieben wird.

Weil V' nicht verschwindet, sind ¢ und ¢; keine Energieeigenzusténde. Die
Eigenwerte der Matrix (3.52) sind vielmehr

EL=FE+V, (3.53)
die zugehorigen Figenzustinde sind

_¢rte
N

Diese Zusténde sind ebenfalls normiert. Sie sind auch orthogonal zueinander,
weil die Eigenwerte verschieden sind.

P+ (3.54)

Mit unserer Verabredung iiber das Vorzeichen von V ist die Kombination
¢_ der Grundzustand des Molekiils: der Energieeigenzustand mit dem kleins-
ten Eigenwert. Auch der Zustand ¢, ist stationédr. Die Energiedifferenz zum
Grundzustand betrigt

2V = hw = 27hf (3.55)

sie definiert den Frequenzstandard fiir die Mikrowellen-Technik?3.

Mikrowellen dieser Frequenz koénnen Ubergiinge ¢, < ¢_ bewirken und wer-
den daher in gasformigem Ammoniak stark gedampft.

Im Zustand ¢ hat das NHsz-Molekiil das elektrische Dipolmoment d, im Zu-
stand ¢ betrégt es —d. Mit £ als elektrischer Feldstérke, die in z-Richtung
zeigen soll, miissen wir (3.52) folgendermafien abéndern:

E—& V
H= . (3.56)
V E+&d

-€d ist der Beitrag eines elektrischen Dipols d im dufleren elektrischen Feld
& zur Energie, und genau das haben wir in (3.56) eingearbeitet.

Wir setzen
¢+ (€) =cosa ¢y —sina ¢ und ¢_(€) =cosa ¢ +sina @ (3.57)
an und berechnen fiir die entsprechenden Eigenwerte
E.()=E+VV2+&24d und E_(E) =FE — V2 + £24d2. (3.58)

Die Diagonalisierung der Matrix (3.56) liefert auerdem das Ergebnis

23 £=23.87012 GHz, dem entspricht die Wellenléinge A=1.2559 cm
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Energie
4

E+Vy

> £d)V

Abb. 3.3. Stark-Effekt am Ammoniak-Molekiil

%
tan2a = — . 3.59
anle = o (3.59)
Wie man sieht, &ndern sich die Energiecigenwerte mit der Stérke £ des &ufleren
elektrischen Feldes, und zwar quadratisch bei kleinen Feldstdrken und linear
bei groBen. Dieses Phiinomen ist als linearer und quadratischer Stark-Effekt?*
bekannt.

Ubrigens ist selbst bei £=10 kV/cm das Verhiltnis £d/V sehr viel kleiner
als 1, so dass man fiir gewohnlich im Bereich des quadratischen Stark-Effektes
bleibt.

3.7 Elektronenbinder

Man betrachtet eines der locker gebundenen Elektronen eines Atoms, ein Va-
lenzelektron. Hat man ein einfach ionisiertes Atom, dann wird das zusétzliche
Elektron mit Energie £ < 0 gebunden. Mit welcher Energie wird das Elektron
in einem Kristall gebunden?

Wir untersuchen einen hypothetischen eindimensionalen Kristall, eine re-
gelméfBlige Kette, aus identischen Ionen die wir durch » = ..., —1,0,1,...

24 Johannes Stark, 1874 - 1957, deutscher Physiker
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nummerieren. Der Zustand, dass das Elektron beim r-ten Gitterbaustein lo-
kalisiert ist, wird mit u, bezeichnet. Fiir die Observable H = Energie des
Elektrons setzen wir

|4
HUT = Eur - E(Ur_1 + UT+1) (360)

an und beriicksichtigen damit, dass jedes Ion in der Kette gleichberechtigt ist
und dass das Elektron zum néchsten Nachbarn hiipfen kann (hopping mo-
del). Wir vereinbaren V' > 0, das ldsst sich durch Multiplizieren der u, mit
passenden Phasen immer erreichen.

Mit ITu, = u, fithren wir den Einsoperator, durch Xu, = ra u, den Ortsope-
rator, durch Ru, = wu,4; die Rechts- und durch Lu, = w,_; die Linksver-
schiebung ein. Die Elektronenenergie lasst sich damit als

H=FEI- g(R—i—L) (3.61)

schreiben, und es gelten die Vertauschungsregeln
[R,L]=0, [X,R]|=aR , [X,L] = —alL. (3.62)

Man kann sofort Eigenfunktionen fiir H angeben:

o =3 Ry, (3.63)

T

denn Rop = e —ika ¢ und Loy = e—HIm ¢ bedeutet

Hor = E(k)¢r, mit E(k)=F —Vcoska. (3.64)
Wegen ¢r = dp42x/q sind nur Wellenzahlen im Intervall —7/a < k < 7/a von
Interesse. Das Atomniveau F ist in das Energieband F -V < E(k) < E+V

aufgespalten.

Die ¢ sind nicht normierbar, man muss sie vielmehr zu Wellenpaketen

v =a /_ o gt g XT:cr(t) "y (3.65)
iiberlagern, mit
+r/a . i
o(t) = a / ;l—ké(k) ¢ thar =5 E(k)t. (3.66)
—rja “T

Das ist eine Losung der Schrodinger-Gleichung, die geméf
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E(k)
A
E+V
E
E-V
>k
—7/a 0 7/a

Abb. 3.4. Energieband

+7/a
o / B0z =3 fen ) (3.67)

—7/a 2

normiert werden kann.
Wihlt man é so, dass die Funktion um die Wellenzahl & beliebig gut kon-

zentriert ist, dann hat man einen Quasi-Eigenzustand mit der Energie E(k)
gefunden.

Bei der Zeitabhéingigkeit haben wir im Schrédinger-Bild gedacht. Wie schon
im Abschnitt Zeit und Energie erdrtert, gibt es im Schrodinger-Bild zu jeder
Observablen M die Anderungsrate

i

h

M= —[H M]. (3.68)

Fiir die Geschwindigkeit eines Elektrons berechnen wir in unserem Modell

. ) VaL - R
X=-[HX|=— .
LX) = R (3.69)
und das bedeutet
) E'(k
X o =v(k) ¢, mit v(k) = %sinka = FE ) . (3.70)

Das Elektron mit Wellenzahl k2° bewegt sich im Kristall mit der Gruppenge-

schwindigkeit v(k). Die Gruppengeschwindigkeit ist immer die Ableitung der
Energie nach dem Impuls. Dieses Ergebnis bleibt, auch wenn die Moglichkeit

%5 die Amplitude &(k) ist scharf bei k konzentriert
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einbezogen wird, dass ein Elektron weiter als bis zum n#chsten Nachbarn
hiipfen kann.

Fiir die Beschleunigung des Elektrons finden wir X = 1+ [H, X] = 0, wie es
sein muss. Bis jetzt.

Nun nédmlich bauen wir in unser Modell ein konstantes elektrisches Feld & ein.
Mit —eX als Dipolmoment des Elektrons schreiben wir

H(E) = BI — %(R+L) +eEX (3.71)

fiir den Hamilton-Operator.

An dem Ausdruck (3.69) fiir die Geschwindigkeit eines Elektrons dndert sich
nichts, weil die zusétzliche potentielle Energie e£ X mit dem Ort X vertauscht.
Fiir die Beschleunigung jedoch berechnen wir

Va?

X:_ﬁe

E(L+R), (3.72)

also

. Va? E"(k
Xop = — e€ coska ¢, = —e& hé )

O - (3.73)
Fiir ein Wellenpaket (3.65) gilt damit

/e g E" (k)
E— ~ 2
o R =5 (3.74)

. 1
m (X)) = —ef mit —*za/
m —m/a
Die effektive Masse m™ der Elektronen im Festkorper wird durch die Wech-

selwirkung mit den Gitterbausteinen bestimmt; sie ist von der Wellenzahl &
abhéngig und kann auch negativ werden.

Dass die beschleunigten Elektronen nicht immer schneller werden, sondern
fortwihrend anstoflen und dadurch Energie abgeben, liegt an Effekten, die wir
noch nicht berticksichtigt haben. Dazu gehoren Kristallfehler aller Art. Zum
Beispiel schwingen die Gitterbausteine um ihre Ruhelage und haben daher
nicht immer denselben Abstand. Das fithrt dazu, dass die Ubergangsamplitude
V' nicht wirklich konstant ist. Hinzu kommen andere Gitterfehler wie Frem-
datome, Fehlstellen, Versetzungen usw.

Wir haben hier nur den allereinfachsten Fall behandelt: an jedem Gitterbau-
stein kann das Elektron in einem einzigen Zustand gebunden werden. Die
Amplitude fiir das Hiipfen zum néchsten Nachbarn sorgt dafiir, dass dieses
Energieniveau nicht entartet ist (also mit gleicher Energie mehrfach auftritt),
sondern in ein Energieband aufspaltet. Im Allgemeinen gibt es mehrere Valen-
zelektronen und damit mehrere Bénder. Diese konnen sich iiberlappen oder
durch einen Bandabstand (energetisch) getrennt sein. Die Einteilung der Kris-
talle in Isolatoren, elektrische Leiter und Halbleiter kann verstanden werden,
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wenn man weif3, dass jeder elektronische Zustand nur einfach besetzt werden
darf (Pauli-Prinzip2%).

3.8 Molekiilschwingungen

Wir betrachten ein ganz einfaches Molekiil, etwa HCI. Im Spiel sind die beiden
Kerne sowie achtzehn Elektronen. Schon der leichteste Kern, das Proton, ist
knapp zweitausendmal so massiv wie ein Elektron. Die Elektronen sind sehr,
sehr viel beweglicher als die Kerne. Deswegen, so der Vorschlag von Born?”
und Oppenheimer?®, soll man erst einmal die Kerne an feste Plitze setzen
und nur die Bewegung der Elektronen freigeben. Die suchen sich dann eine
Konfiguration, bei der die Summe aus kinetischer Energie der Elektronen und
Coulomb-Energie fiir die Wechselwirkung untereinander und mit den Kernen
am kleinsten wird. Das ergibt den Grundzustand der Elektronenhiille bei fest-
gehaltener Konfiguration @y, ) der Kerne. Bei einem zweiatomigen Molekiil
wie HCl kommt es natiirlich nur auf den Kernabstand R an. Wenn man die
optimale Energie V(R) bei vorgegebenem Kernabstand berechnet hat, sucht
man nach dem Minimum Vj = V(Ry).

Im Spiel sind jetzt also nur noch die beiden Kerne bei &y und xc, deren
Wechselwirkung durch das Potential V' = V(R) beschrieben wird. Dieses
Zweikorper-Problem haben wir bereits in der 'Einfithrung in die Mechanik’
studiert.

Das Molekiil kann sich als freies Teilchen mit der Gesamtmasse M = myg+mc;
bewegen. Wir wahlen fiir die weitere Diskussion das Schwerpunktsystem, in
dem der Massenmittelpunkt des Molekiils ruht.

Die Energie der Relativbewegung besteht aus drei Teilen:

e kinetische Energie 1R2/2 fiir den Abstand,
e kinetische Energie L?/2uR? fiir die Drehung,
e potentielle Energie V(R).

Dabei ist p die gemédfi 1/u = 1/mp + 1/mc) definierte reduzierte Masse.

Bei kleiner Energieanregung wird der Kernabstand immer in der Ndhe von Ry
bleiben, dem Abstand mit minimaler potentieller Energie. Es ist daher eine
gute Ndherung, die Energie der Rotationsbewegung als

L2

Hiot = ——
rot 2/1/Rg

(3.75)

26 Wolfgang Pauli, 1900 - 1958, Ssterreichischer Physiker
2T Max Born, 1882 - 1970, deutscher Physiker
28 Julius Robert Oppenheimer, 1904 - 1967, US-amerikanischer Physiker
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zu schreiben und den Rest als
L1
<mm:%+gﬁ+5V%&MR—&f. (3.76)

Wir haben bei der Taylor-Entwicklung des Potentials ausgeniitzt, dass die
erste Ableitung am Minimum (bei Ry) verschwinden muss.

In unserer Naherung darf sich das Molekiil drehen, wihrend es schwingt, und
es darf schwingen, wihrend es sich dreht. Erst die weggelassenen Terme be-
wirken eine Kopplung der Rotations- und Vibrations-Freiheitsgrade.

Wir stellen die Behandlung der Molekiil-Drehbewegung zuriick und kiimmern
uns hier nur um den einfacheren Fall der Abstands-Verinderung (Schwin-
gung).

Dazu fithrt man die Abweichung X = R — Ry von der Gleichgewichtslage ein.
P = X = pR ist der zugehorige Impuls. Damit kénnen wir (3.76) in

2

P 2
Hyi, = Vo + o + %X2 mit pw? = V" (Ry) (3.77)

umschreiben. Bitte beachten Sie, dass die zweite Ableitung V"' (Ry) am Mini-
mum positiv sein muss, daher darf man zu Recht pw? dafiir schreiben.

Wir gehen von der kanonischen Vertauschungsregel
[X, P] =ihl (3.78)

aus, denn nur die zieht P = ,uX nach sich. Es handelt sich um einen harmo-
nischen Ostzillator, weil

X4+ WX =0 (3.79)

gilt. Wohlgemerkt: fiir die Messgrofe X, einen Operator.

Wir beschreiben jetzt, wie man die Eigenwerte des harmonischen Oszillators
rein algebraisch ermitteln kann.

Dalfiir definieren wir uns den Operator

pw . 1
A= /==X +iy/—P. .
5% +1 Spwh (3.80)

Das ist keine Messgrofie, denn der adjungierte Operator unterscheidet sich
davon,

1
At = JBx i —p. 81
2h ! 2uwh (3:81)

Fiir den Kommutator rechnen wir
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[A, AT =1 (3.82)

au529 .

Diese Vertauschungsregel stellt sicher, dass N = ATA ein Anzahl-Operator
ist, mit Eigenwerten n =0,1,2....

N ist auf jeden Fall selbstadjungiert und hat damit reelle Eigenwerte. n sei
ein solcher Eigenwert mit der Eigenfunktion x, Nx = nx.

Wir betrachten y, = Afy. Wegen
Ny, = ATAATY = AT(T + ATA)x = (1 +n)x+ (3.83)

schlieBen wir, dass ATy ein Eigenzustand von N ist mit dem Eigenwert n 4 1.

Genauso lésst sich nachrechnen, dass Ay ein Eigenzustand von N ist mit dem
Eigenwert n — 1. Mit A steigt man also von n um 1 zum Eigenwert n + 1 auf,
mit A steigt man um 1 ab.

Gegen das Aufsteigen ldsst sich nichts einwenden, wohl aber gegen das Ab-
steigen. Die Beziehung (¢, N¢) = (A¢p, Agp) > 0 besagt nédmlich, dass kein N-
Eigenwert negativ werden darf. Das Absteigen muss also irgendwie gestoppt
werden. Aber wie?

Nun, wir erinnern uns daran, dass die Gleichung A¢ = a¢ nur zusammen mit
¢ # 0 einen Eigenwert definiert. Der Ausweg aus immer niedrigeren Eigenwer-
ten fiir N kann also nur sein, dass es einen N-Eigenzustand gibt (wir nennen
ihn xg), der vom Absteige-Operator A vernichtet wird (Annihilation):

Ayo=0. (3.84)

Xo muss von Null verschieden sein, wir verlangen sogar ||xo|| = 1.
In diesem Zustand yo hat N den kleinstmoglichen Eigenwert, ndmlich 0.
Die Eigenvektoren des Operators N = AfA sind durch

1
Xn—i\/m

gegeben, firn =0,1,2....

(AN "xo (3.85)

Damit haben wir bewiesen, dass ein Operator N = A A ein Zahloperator ist,
wenn A mit seinem adjungierten Operator gemif [A, AT] = I vertauscht.

Wir wollen jetzt die Friichte dieser Erkenntnis ernten. Ohne grofie Miihe
schreiben wir den Ausdruck (3.77) fiir die Energie der Molekiil-Schwingungen
um in

hw
Hyp, =Vo + 7 + hwATA. (386)

29 T steht wie iiblich fiir den Eins-Operator
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Solange man das Potential V' = V(R) durch eine Parabel annéhern kann, sind
die Energieniveaus fiir Molekiilschwingungen durch

1
By, = Vo + hw(5 +n) (3.87)

gegeben, mit natiirlichen Zahlen n =0,1,...

Der harmonische Oszillator kann also iiberhaupt nicht, einfach, zweifach usw.
angeregt sein. Die Anregungsenergie iw hiingt gemif (3.77) von der reduzier-
ten Masse und von der Kriimmung des Potentials am Minimum ab.

Die Rechnungen, die wir soeben nachvollzogen haben, sind von grundsétzlicher
Bedeutung. In vielen Gebieten der Physik ist das Gleichgewicht durch das
Minimum der Energie definiert. Fast immer ist die Energie am Minimum dif-
ferenzierbar, und die Taylor-Entwicklung fiir kleine Abweichungen X, Xo, ...
vom Gleichgewicht ergibt eine in den Xj quadratische Funktion. Die Energie
kann man dann in

H=Hy+» hwN, (3.88)

umformen, wobei Hy mit dem Rest vertauscht und die N, miteinander vertau-
schende Zahloperatoren sind. Die zu N, gehérende Schwingungsmode ist dann
entweder gar nicht, einfach, zweifach usw. besetzt. Mit jeder Anregung ist die
Energie F, = hw, verbunden. Den Zustand mit Anregungsenergie n,hw,
betrachtet man bald als den mit n, Teilchen der Energie fiw, bevolkerten
Grundzustand der Schwingungsmode a. Ist iiberhaupt keine Schwingungsmo-
de angeregt, spricht man vom Vakuum 2. Das Vakuum ist durch A, = 0 de-
finiert. Die Anregungen des Vakuums werden durch einen Hamilton-Operator
der Gestalt

H=Y" hw,Al A, (3.89)

beschrieben, mit den Vernichtern A, und den Erzeugern Af.

Abweichungen von der Quadratform fithren auf Beitrige wie A:;AZA;,A,I zur
Energie: Teilchen im Zustand a und b verschwinden und tauchen als Teilchen
c und d wieder auf. Das beschreibt die Wechselwirkung a + b — ¢+ d.

Wir wollen an dieser Stelle die Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie abre-
chen. Wir begniigen uns mit der Andeutung, wie man zum Begriff von Teil-
chen kommt, ndmlich nicht, einmal, zweimal usw. vorhanden zu sein. Der
Schliissel dazu ist ein Ausdruck fiir die Energie, der in den Impulsen und den
zugehorigen Orten quadratisch ist, wie (3.77).
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3.9 Drehimpuls

Wir haben als erstes Beispiel ein System mit nur zwei Plidtzen behandelt,
das Ammoniak-Molekiil. Beim Hopping-Modell fiir Valenzelektronen in ei-
nem perfekten Kristall haben wir fiir den Ort diskrete (durch ganze Zahlen
nummerierte Plidtze) angenommen. Bei den Gitterschwingungen kam fiir die
Abweichung X von der Ruhelage jede reelle Zahl in Frage. Wir wollen uns
nun mit einem Teilchen im Raum befassen, also im R3. Beachten Sie die Aus-
weitung von {|,1} zu Z zu R zu R® und spiter zu R*Y | wenn wir uns mit
Systemen aus mehreren Teilchen befassen.

Im Raum kann man drehen, etwa um die 3-Achse. Der um den Winkel «
gedrehte Zustand ¢, (x) geht aus dem Zustand ¢ durch die Umrechung

Yo (1, T2, 23) = Y(cos axy — sin axy, sin axy + cos axs, T3) (3.90)

hervor. Fiir kleine Winkel o ldsst sich das als

ba = (I + %an)w F...omit J3 =X P — XoP) (3.91)

schreiben. J3 ist die 3-Komponente des Drehimpulses.
Bekanntlich gilt

lim (1 + f) =7, (3.92)
n—0oo n
Damit kénnen wir die Drehung um den endlichen Winkel « aus n Drehungen

um den kleinen Winkel a/n aufbauen, so dass sich im Limes n — oo der
Ausdruck

P LR (3.93)

ergibt. So wie der Impuls die Ortliche Translation erzeugt, die Energie die
Zeitverschiebung, so erzeugt der Drehimpuls die Drehung.

Wenn die Drehachse nicht die 3-Achse ist, sondern durch einen beliebigen
Einheitsvektor n gegeben ist, dann schreibt man fiir die Drehung um den
Winkel « den entsprechenden Ausdruck

ba=ci®y, (3.94)

mit o = an.

Jetzt gibt es eine Komplikation. Die Verschiebungen in verschiedene Rich-
tungen vertauschen miteinander, demzufolge auch die Erzeuger Pi, Ps, Ps.
Nacheinander ausgefithrte Drehungen um verschiedene Richtungen vertau-

schen nicht miteinander, und deswegen vertauschen auch die drei Erzeuger
Jl, JQ, J3 nicht.
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Probieren Sie das mit einer Streichholzschachtel aus, die man um einen rechten
Winkel im Uhrzeigersinn dreht: zuerst um die kurze und dann um die lange
Kante, anschlieflend in umgedrehter Reihenfolge.

Man kann fiir J = X X P leicht nachrechnen, dass die Vertauschungsregeln
[Jl, JQ] = Zth s [J27 Jg] = Zth und [J3, Jl] = ZhJQ (395)

gelten.

(3.94) gilt nicht nur fiir ein einzelnes Teilchen ohne innere Eigenschaften,
sondern fiir jedes System. Die Gleichung definiert vielmehr den Drehimpuls
als Erzeuger der Drehung. Auch die Vertauschungsregeln gelten fiir den Dre-
himpuls eines beliebigen Systems, nicht nur fiir den Bahndrehimpuls eines
einzelnen Teilchens. Alle folgenden Uberlegungen beruhen auf diesen Vertau-
schungsregeln.

Die drei Komponenten des Drehimpulses konnen nicht gemeinsam diagonali-
siert werden, weil sie miteinander nicht vertauschen. Das haben wir im Ab-
schnitt Messwerte und Eigenwerte erortert.

Allerdings vertauscht J? mit allen Komponenten des Drehimpulses, [J?, Ji,] =
0. Daher darf man J? und etwa J; gemeinsam diagonalisieren.

Ein Teilraum D des Hilbertraumes ist drehinvariant, wenn nach einer be-
liebigen Drehung noch alle Vektoren dazugehoren. Dafiir ist JyD C D eine
notwendige und hinreichende Bedingung. Der drehinvariante Teilraum D ist
sogar irreduzibel, wenn er keine anderen drehinvarianten Teilriume als den
Nullraum®® und D selbst enthiilt.

)\ sei ein Eigenwert von J? und D der zugehérige Eigenraum?!. Der Eigenraum
ist drehinvariant. Wir nehmen hier an, dass er auch noch irreduzibel ist. Wenn
nicht, muss man ihn vorher in irreduzible Teilrdume zerlegen, und die folgende
Untersuchung befasst sich mit einem davon. Wir nennen ihn D.

Das Ziel besteht darin, in diesem Eigenraum auch noch J3 zu diagonalisieren.
Dazu definieren wir zwei Operatoren

Jy=J1+iJe und J_ =J; —iJa, (3.96)
die den folgenden Vertauschungsregeln geniigen:

[J5,J:] =Ry, [J5,J-] = —hJ_ sowie [J4,J_]=2hJ5. (3.97)
X € D sei ein Eigenvektor von Js mit Eigenwert . Wegen

JsJix = JyJsx + hdix = (u+ h)Jyx (3.98)

30 ein Hilbertraum, der nur aus dem Nullvektor besteht

31 Zum selben Eigenwert kann es mehrere Eigenvektoren geben. Alle Linearkombi-
nationen dieser Eigenwerte spannen den Eigenraum auf.
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und
JsJ_x=J_Jsx —hJ_x = (u—h)J_x (3.99)

hat man gleich zwei neue Eigenvektoren gefunden. Die Eigenwerte sind um
h gewachsen bzw. gefallen. Mit J; kann man also in einer Drehimpulsleiter
aufsteigen, mit J_ absteigen.

Wegen

A= (6I%X) 2 (% J5x) = (3.100)

kann man auf der Js-Leiter aber nicht beliebig weit auf- oder absteigen. Es gibt
in D einen maximalen Js-Eigenwert jh, zu dem der Eigenvektor x; gehoren
soll. Er ist durch

J3xj =jhx; und Jyx; =0 (3.101)

gekennzeichnet.

Das Betragsquadrat des Drehimpulses lésst sich als

J?=J_Jy + J3(Js+hI) = JJ_ + J3(J3 — hl) (3.102)
schreiben. Auf x; angewendet ergibt das

A=j(j+1)h%. (3.103)

Steigt man nun von x; mit J_ immer weiter ab, dann kommt man irgendwann
zum Zustand x; mit dem kleinsten J3-Eigenwert kh. Setzt man wieder (3.102)
ein, diesmal in die zweite Gleichung, dann erhilt man

A= Fk(k—1)A?. (3.104)

Wegen j > k ist das nur mit j7 > 0 und mit k = —j vertrédglich. Weil aber
die Differenz j — k eine natiirliche Zahl sein muss, schlielen wir, dass j ganz-
oder halbzahlig sein muss.

Wir halten fest:

e Die drehinvarianten irreduziblen Teilrdume D; des Hilbertraumes kénnen
die Dimension d = 25+1 =1,2,3... haben. j ist also ganz- oder halbzah-

lig.
e Der Teilraum D; wird durch ein Orthonormalsystem x; ., aufgespannt,
und es gilt
I Xgm = 30 + DI Xjm » (3.105)

sowie
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J3Xjm = mhxjm (3.106)

mit m=—j,—j+1,...,5—1,j.

e Die Eigenzustinde mit dem groBten und kleinsten Js-Wert sind durch
J—l—Xj,j =0 bzw. J—Xj7—j =0 (3107)
gekennzeichnet.

Wenn wir ein Teilchen ohne inneren Freiheitsgrad vor uns haben, dann ist
der Drehimpuls J dasselbe wie der Bahndrehimpuls L = X x P, das Vek-
torprodukt aus Ort und Impuls. Wir folgen der Tradition und schreiben den
Eigenwert von L? als £(¢ + 1)h?.

Dreht man einen beliebigen Ljs-Eigenzustand um den Winkel 27 um die 3-
Achse, dann soll sich die Wellenfunktion nicht &ndern. Wegen

e ®2Ls T Xem (3.108)

schlieflen wir, dass m und damit ¢ ganzzahlig sein miissen.

Spéter werden wir sehen, dass die Teilchen nicht nur Bahndrehimpuls haben,
sondern auch einen Eigendrehimpuls, oder Spin:

J=L+S8S. (3.109)

Spin und Bahndrehimpuls vertauschen, [L;, Si] = 0. Der Spin ist eine Teilche-
neigenschaft. Pionen, Helium-Kerne usw. haben den Spin s = 0. Elektronen,
Protonen, Neutronen usw. sind Teilchen mit s = 1/2. Es gibt aber auch den
Spin s = 1 (2H, Deuteron), s = 3/2 (" Li, Lithium) usw.

3.10 Bahndrehimpuls

Wenn man iiber Drehungen redet, sollte man Kugelkoordinaten benutzen:
r1 =rsinfcos¢ , xo =rsinfsing , 3 =rcosh. (3.110)

Bei einer Drehung dndert sich der Abstand r vom Koordinatenursprung nicht.
Daher ist es sinnvoll, die Eigenfunktionen des Bahndrehimpulses als Funktio-
nen der beiden Winkel aufzufassen, Y =Y (6, ¢).

Die Drehimpulsoperatoren sind in Kugelkoordinaten durch

Li:hei’i(ﬁ {icoteaia} und L3 = EQ

36 = 29 e (3.111)
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gegeben. Wie es sein muss, kommen nur die partiellen Ableitungen nach den
Winkeln vor.

Wir rechnen die Kugelfunktionen Y;,, fiir £ = 0 und ¢ = 1 aus. Wegen
LYo = L_Yy0 = 0 verschwinden beide partielle Ableitungen nach den
Winkeln, daher gilt Y5 (6, ¢) o 1.

Wir setzen Y71 1(0,¢) = ewf(ﬁ) und werten L;Y77 = 0 aus. Das ergibt
' = cotff, also f o sinf. Y1 o« L_Yy fithrt auf Y79 o cosf. Ebenso
verfahrt man, um Y; _; auszurechnen.

Hier eine Liste der Kugelfunktionen bis zum Bahndrehimpuls ¢ = 2:

Yoo = \/15/8 sin? 962Z¢

Yii=-— 3/2sin9€l¢ }/2712—\/15/20089Sin962¢
Yoo=1 YLO:\/gcosH Ya0 = +/5/4(3cos?0 — 1)

i1 = \/3/2sin96_i(Zs Yo 1= \/15/2cosesin96_i¢
Yo o= \/15/851n296_22¢

Alle Ausdriicke sind noch durch v4n zu dividieren.

Wir wollen jetzt zeigen, wie man mit Hilfe des Drehimpulses den Laplace-
Operator vereinfachen kann.

Dafiir rechnen wir®? um in

L2 = eijkeiaijPanPb = XijXij - XijXkPj . (3112)

Den ersten Term kann man mit P, X; = X;P, — ihdg; in X?2P? umfor-
men. Beim zweiten Term formen wir ebenso in —X; P, P; X, — thX P um.
Mit Py Xy = X Px — 3thl schliellich ergibt sich

L? = X?P? - (XP)? - E,XP. (3.113)
(3
Mit
) ) ho0
P°=—-h"A und XP= —r— (3.114)
i Or

findet man schliefllich

92 208 L?
A: w—’—;%_i}ﬁ’la . (3115)

32 Einsteinsche Summenkonvention, €ijk€iab = 0ja0kb — 0b0ka
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Wenn sich ein Teilchen mit Masse m in einem radialsymmetrischen Potential
bewegt, beschreibt man das durch den Hamilton-Operator

P2
H=— . A1
S +V(R) (3.116)

R = |X| ist die Messgrofle *Abstand des Teilchens vom Kraftzentrum’. Die
Schrodinger-Gleichung Hip = E1) heifit nun
h2
——A =FEy. A1
{-gma+vin}v=py (3117

Weil Energie und Bahndrehimpuls miteinander vertauschen, kénnen H, L?
und L3 gemeinsam diagonalisiert werden. Eigenzusténde der Energie haben
daher die Form

Y = upm(r) Yem(0,9). (3.118)

Die radiale Wellenfunktion wg ., = wem(r) geniigt der radialen Schrédinger-
Gleichung

{_h2 (d2 L2d e+

2m rdr

>+VW}WM:Ewm. (3.119)

dr?  rdr r2

Wegen der Drehsymmetrie des Problems taucht die Quantenzahl m iibrigens
gar nicht auf. Jeder Energieeigenzustand mit Bahndrehimpuls ¢ ist also 2¢ +
1-fach entartet. Wir schreiben daher zukiinftig auch nur wu, fiir die radiale
Wellenfunktion.

3.11 Wasserstofl-Atom

Das einfachste Atom iiberhaupt, das Wasserstoff-Atom, besteht aus einem
Proton und einem Elektron. Wir modellieren es durch ein Elektron (Masse
m, Ladung —e) im Coulomb-Feld einer im Koordinatenursprung sitzenden
Punktladung e. Die Schrodinger-Gleichung fiir die gebundenen Zusténde ist

! iszw. (3.120)

h2
A —
2m v dmeg T

Wir fithren dimensionslose Variable ein. Jede Grofle wird durch die zu-

gehorige atomphysikalische Einheit? dividiert, einen Ausdruck der Gestalt

33 atomic unit, als a.u. abgekiirzt
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heePm? (4mey)°. Die atomphysikalische Lingeneinheit ist der Bohrsche®* Ra-
dius a. = 4meoh?/me? = 0.5529 A. Die atomphysikalische Energieeinheit
E, = h?/ma? = 27.21 eV wird gelegentlich auch Hartree3® genannt.

Bisher haben wir mit r den Abstand des Teilchens in Metern gemeint, nun
benutzen wir dasselbe Symbol r fiir den Abstand in atomphysikalischen
Léngeneinheiten. Dasselbe gilt fiir die anderen Messgrofen. Der Ubergang
von den {iiblichen Einheiten zu atomphysikalischen Einheiten lauft auf i =
e = m = 4meg = 1 hinaus.

Die Schrodinger-Gleichung (3.120) in atomphysikalischen Einheiten ist
1 1
—§Aw — = =FEy. (3.121)
T

Damit kann man sich auf das Wesentliche konzentrieren.

Wir suchen nach gemeinsamen Eigenzustédnden der Energie, des Drehimpuls-
Quadrates L? und der 3-Komponente Ls des Drehimpulses.

Der Drehimpuls-Teil ist bereits gelost.

Wir setzen
Y=uYy, fir £=0,1,2... und m=—-{,—¢+1,....¢ (3.122)

an. Weil der Hamilton-Operator fiir das Wasserstoff-Atom ein Skalar ist,
héngen die radialen Wellenfunktionen v = u(r) zwar von ¢, aber nicht vom
Ls-Eigenwert m ab.

In atomaren Einheiten schreibt sich die radiale Schrodinger-Gleichung fiir das
Wasserstoff-Atom als

{_1(d2 +2d—£(€+1)>—1}u:Eu. (3.123)

2 \dr2 " rdr 72 r

Die radiale Wellenfunktion muss im Sinne von
/ drr? |u(r)]? < oo (3.124)
0

normierbar sein.

Bei r — 0 dominiert die kinetische Energie,

2, (l+1
R (G 2O By (3.125)
r 72

Die Losungen sind

wocrt und woc D) (3.126)

34 Niels Bohr, 1885 - 1962, dinischer Physiker
35 Douglas Rayner Hartree, 1897 - 1958, britischer Mathematiker und Physiker
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Fir £ = 1,2,... ist die zweite Losung zu verwerfen: sie ist nicht quadratisch
integrabel. Die zweite Losung ist auch im Falle ¢ = 0 unzulissig, denn der
Laplace-Operator vernichtet die Funktion 1/r nicht wirklich3°.

Bei r — oo wird (3.123) zu

1
—5u" = Bu. (3.127)

Quadrat-integrable Losungen kann es nur fiir £ < 0 geben:
—Kr

ux e mit kK =v—-2E. (3.128)

Zwischen diesen Grenzféllen interpolieren wir durch eine Potenzreihe,
oo
u(r)y=rfe "N et (3.129)
v=0

Diesen Ausdruck muss man in (3.123) einsetzen und dann die Koeffizienten
vor der gleichen Potenz vergleichen. Es ergibt sich die Beziehung

kl+v+1)—1

v =2 v 3.130
Tt Uy )2 —(+1) € (3.130)
zwischen den Koeffizienten der Potenzreihe.

Das bedeutet ¢,y1/c, = 2x/v fiir grofe Indizes mit ¢, x (2k)”/v! als

Losung. Damit geht die Potenzreihe asymptotisch gegen e 2mﬂ, was zu erwar-
ten war. Die asymptotische Gleichung (3.127) hat nédmlich die beiden Funda-

mentallésungen e " und ™. Die exponentiell anwachsende Losung kann
man eben nicht durch den Trick (3.129) unterdriicken.

Doch! Falls die Rekursionsbeziechung (3.130) abbricht, weil der Zihler der
rechten Seite verschwindet, dann hat man es nur mit einem Polynom zu tun,
und (3.129) ist normierbar.

Die Rekursionsbeziehung (3.130) wird unterbrochen, wenn

! (3.131)
K= — .
v+£0+1

gilt, fiir eine natiirliche Zahl v.

Der Index v, fiir den die Rekursionsbeziehung (3.130) abbricht, heifit radiale
Quantenzahl®”. Wir halten fest:

e Zu jeder Drehimpuls-Quantenzahl ¢ = 0,1,... gibt es Energieeigen-
zustiande, die durch die radiale Quantenzahl v = 0,1, ... abgezéhlt werden.

36 _Alz|™" = 4n6%(z), so dass — [ dV Alz|~" = 47 herauskommt.
37 die radiale Quantenzahl wird oft auch mit n, bezeichnet
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e Die Energie (in atomaren Einheiten) eines gebundenen Zustandes mit
Drehimpuls-Quantenzahl £ und radialer Quantenzahl v betrigt

1
En=—2—n2 mit n=v+0+1. (3.132)
o Die Hauptquantenzahl n kann die Werte 1,2, ... annehmen. Zu einer be-

stimmten Hauptquantenzahl n gehoren die Zusténde (v, ¢) = (n—1,0), (n—
2,1),...,(0,n —1). Jeder Zustand (v, ¢) ist 2¢ + 1-fach entartet.

Es ist tiblich, die Symbole s, p,d, f ... fir £ =0,1,2,3... zu verwenden. 2s bei-
spielsweise bedeutet n = 2 und ¢ = 0. Wir geben die radialen Wellenfunktion
bis zur Hauptquantenzahl n = 2 an:

Urs X €
ugs x (1 — T/2)€_T/2

Ugp X re_T/Q

uzs x (1 — 2r/3+2r2/27)e_r/3

ugp x (1 —1/6) e_r/3

Usq X 12 e /3 (3.133)

3.12 Spin und Statistik

Bisher haben wir immer von einem Teilchen geredet. Dieses Teilchen werde im
Zustand 1 erzeugt. Den Ort des Teilchens misst man mit einem Teilchenzéhler
an der Stelle . Wenn der Teilchenzahler das Volumen dV hat, dann wird das
Teilchen mit der Wahrscheinlichkeit

dW = dV |y(z)|? (3.134)

den Zahler aktivieren.

Hat man zwei verschiedene Teilchen A und B, dann muss man einen A-
Teilchenzéhler bei x, aufstellen und einen B-Teilchenzihler bei xp. Mit der
Wahrscheinlichkeit

AW = dV, dV; [ (4, )| (3.135)

sprechen beide Zahler simultan an. Wir haben dabei ausgemacht, dass der
Ort des A-Teilchens als erstes Argument geschrieben wird und der Ort des
B-Teilchens als zweites. dV, ist das Nachweisvolumen des A-Teilchenzéhlers
bei x,, dV; das Nachweisvolumen des B-Teilchenzéhlers bei x,.
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Die Wahrscheinlichkeit, ein A-Teilchen bei x, anzutreffen, ist
dW = dva/d?’:cb [ (2q, xp)]? . (3.136)
Ein B-Teilchen wird vom B-Teilchenzéahler bei x;, mit der Wahrscheinlichkeit
dW = dvb/d%a [V (2q, xp)|? (3.137)

nachgewiesen.

Soweit ist begrifflich alles einfach. Zu den beiden Zufallsvariablen X, und X,
gibt es eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung, nimlich |¢(x,, xp)|2.
Das Integral (Summe) iiber x; ergibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Zufallsvariablen X ,, und umgekehrt.

Schwierig wird es, wenn wir zwei identische Teilchen vor uns haben, etwa die
beiden Elektronen eines Helium-Atoms. Das eine soll mit 1, das andere mit 2
nummeriert werden.

Bei x; steht ein Elektronen-Detektor mit Nachweisvolumen dV7, bei xs ein
anderer solcher Detektor mit Nachweisvolumen dV5. Wenn beide Detektoren
ansprechen, dann wurde sowohl bei x; als auch bei x5 ein Elektron nachge-
wiesen.

Hat nun das erste Elektron den Zahler bei 1 aktiviert und das zweite Elektron
den Zahler bei x5, oder umgekehrt? Diese Frage kann man prinzipiell nicht
beantworten, weil Elektronen wirklich identisch sind.

Das Problem besteht darin, dass die Werte (@1, €2) und ¢ (22, 1) verschie-
den sein kénnen. Einmal sitzt das erste Elektron bei @1, im anderen Fall bei
x2. Diese Unterscheidung fillt weg, wenn

(@1, ®2)[> = [¢p(2, 21)[? (3.138)

gewahrleistet ist.

Eine Moglichkeit, die Forderung (3.138) zu erfiillen, besteht darin, nur sym-
metrische Wellenfunktionen zuzulassen:

Y(x1, ®2) = Y(T2, T1) - (3.139)

Symmetrische Wellenfunktionen bleiben symmetrisch, wenn man sie addiert
und mit Skalaren multipliziert. Ein Hilbertraum aus quadratintegrablen Funk-
tionen R?® x R?® +— C darf also durchaus mit der Nebenbedingung (3.139)
versehen werden.

Die Natur macht von dieser eleganten Losung Gebrauch. Teilchen ohne Spin-
drehimpuls (Pion, Helium-Atom,. . . ) werden durch symmetrische Wellenfunk-
tionen beschrieben. Insbesondere ist ein Zustand ¥(x1, ®2) = ¢(x1)p(a2) er-
laubt.
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Teilchen ohne Spin kénnen einen Einteilchenzustand mehrfach besetzen.

Teilchen mit dem Spin s = 1/2 benehmen sich anders. Das betrifft das Elek-
tron, das Proton und auch das Neutron, die Teilchen also, aus denen die
normale Materie aufgebaut ist.

Wir haben das schon frither erwéhnt. Der Drehimpuls J besteht nicht nur
aus Bahndrehimpuls L. Es kommt ein Eigendrehimpuls S hinzu, so dass S>
den Eigenwert s(s + 1)h? hat, mit s = 1/2. Die 3-Komponente des Spins hat
dann zwei Eigenwerte, ndmlich %/2 und —#/2. Wir bezeichnen diese beiden
Moglichkeiten durch T und |.

Ein Elektron muss also durch zwei Wellenfunktionen ¢ = ¢(zo) charakteri-
siert werden, fiir o =7 und fiir o =|.

Mit der Wahrscheinlichkeit dW; = dV |¢(x 1)|? weist ein Zihler mit aktivem
Volumen dV bei x ein Elektron im Polarisationszustand S5 = +//2 nach. Das
gilt entsprechend auch fiir ¢ (x |).

Hat man zwei identische Teilchen mit Spin s = 1/2, dann wird die Forderung
(3.138) anders erfiillt:

¢(3810’1,:L‘20’2) = —1/)(%20’2,.’1310’1). (3140)

Eine Begriindung fiir das Minus-Zeichen in (3.140) ist mit den bisher ent-
wickelten Methoden nicht moglich. Wiederum gilt, dass die Einschrankung
(3.140) auf antisymmetrische Wellenfunktionen mit der Hilbertraum-Struktur
vertraglich ist.

Dass die Wellenfunktion fiir Teilchen mit halbzahligem®® Spin unter Vertau-

schung antisymmetrisch ist, wird auch als Pauli-Prinzip bezeichnet. Solche

Teilchen bezeichnet man iibrigens als Fermionen, nach Enrico Fermi®®.

Das Pauli-Prinzip hat weitreichende Konsequenzen. Einen Zustand der Bauart

Y(z101, T202) = ¢(T101) P(T202) (3.141)

kann es nicht geben.

Derselbe Zustand kann von Fermionen, also von Teilchen mit halbzahligem
Spin, nicht mehrfach besetzt werden.

Hat man zwei verschiedene Einteilchen-Zustdnde ¢, und ¢y, dann ist
1
Y(@101, T202) = 7 {ba(@101)dp(2202) — Pa(@202)Pp(T101)}  (3.142)

ein zuléssiger Zweiteilchen-Zustand.

Bei Teilchen mit ganzzahligem Spin, bei Bosonen, sieht die entsprechende
Formel so aus:

38 also nicht nur s=1/2, sondern auch 3/2 usw.
39 Enrico Fermi, 1901 - 1954, italienischer Physiker
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W(@101, B202) = iz (6a(@101)b(@202) + da(@202)d(101)} . (3.143)

Sie macht auch Sinn fiir gleiche Einteilchenzustéinde (¢, = ¢p).

Das Pauli-Prinzip bestimmt entscheidend das periodische System der Elemen-
te. In guter Ndherung kann man némlich die Elektronenhiille als Produkt von
Wasserstoff-Zustanden verstehen.

Der 1s-Zustand kann einmal besetzt sein oder zweimal, ndmlich (1s|) und
(1s7). Dasselbe gilt fiir den 2s-Zustand. Der 2p-Zustand kann bis zu sechsfach
besetzt werden, wegen m = —1,0,1 (L3-Quantenzahl) und s =|, 7). Dann
kommt 3s, 3p und 3d, der bis zu zehnfach besetzt werden kann.

Die Elektronenhiille der leichten Atome bis zur Kernladungszahl Z=12 (Ma-
gnesium) lasst sich wie folgt charakterisieren:

Z | Symbol | 1s 2s 2p 3s
1 H 1

2 He 2

3 Li 2 1

4 Be 2 2

5 B 2 2 1

6 C 2 2 2

7 N 2 2 3

8 0] 2 2 4

9 F 2 2 5
10 Ne 2 2 6
11 Na 2 2 6 1
12 Mg 2 2 6 2

Es handelt sich um Wasserstoff (hydrogen), Helium, Lithium, Beryllium, Bor,
Kohlenstoff (carbon), Stickstoff (nitrogen), Sauerstoff, (oxygen), Fluor Neon,
Natrium und Magnesium.

Betrachten wir Helium etwas néher. Wir kiimmern uns erst einmal um die
Spins der beiden Elektronen.

Der Gesamtspin im Zustand || betrdgt s = 1, weil die Spin-3-Komponente
den Eigenwert 0 = —1 hat und Absteigen unmoglich ist. Durch Aufsteigen
kommt man zum Zustand (1| + |1)/v/2, durch nochmaliges Aufsteigen zu 11.
Diese drei Zustédnde bilden ein Triplett von Zustdnden mit Spinquantenzahl
s =1und 0 = —1,0,1. Der vierte Zustand ist (1| — |1)/v/2, bei dem Auf-
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und Absteigen unmoglich ist. Dieser Zustand hat den Spin s = 0, er ist ein
Singulett. Zu jedem solchen Spinzustand gehort eine Ortswellenfunktion ¢ =
¢(x1,x2). Damit die gesamte Wellenfunktion unter Vertauschung der beiden
Elektronen antisymmetrisch ist, muss die Ortswellenfunktion ¢s zum Spin-
Singulett symmetrisch sein. Umgekehrt muss die Ortswellenfunktion ¢¢ zum
Spin-Triplet-Zustand antisymmetrisch sein.

Beide Orts-Wellenfunktionen geniigen der Schrédinger-Gleichung

{—1A1—1A2 22 +1}¢:E¢. (3.144)

270 270 m| wa| ey -

Die Gesamtenergie setzt sich zusammen aus der kinetischen und potentiellen
Energie zweier Elektronen im Coulomb-Feld einer zweifach positiven Ladung
und der abstolenden Wechselwirkung.

Im Falle des Spin-Singuletts sucht man nach symmetrischen Ortswellenfunk-
tionen, beim Spin-Triplet nach antisymmetrischen. Man sieht, dass wegen des
Pauli-Prinzips der Spin indirekt in die Schrédinger-Gleichung eingeht.

Es stellt sich heraus, dass der kleinste Energieeigenwert fiir symmetrische
Ortswellenfunktionen (-2.904 a.u.) tiefer liegt als der kleinste Energieeigenwert
fiir antisymmetrische Ortswellenfunktionen (-2.175 a.u.). Der Grundzustand
des Helium-Atoms ist also ein Spin-Singulett.

Ob Einteilchenzustéinde beliebig oft oder hochstens einmal besetzt werden
konnen, spielt in der statistischen Thermodynamik eine ganz wichtige Rolle.
Hier haben wir nur die Auswirkungen auf den Bau der Atome erortert.

3.13 Elementarteilchen

Einen Klumpen Lehm kann man teilen. Die Stiicke kann man wieder teilen.
Léasst sich das beliebig fortsetzen? Diese Frage war fiir unsere spitzfindigen
Ahnen im Geiste (die griechischen Philosophen®®’) ein ernst zu nehmendes
Problem, an dem man sowohl den Verstand als auch die Uberzeugungskraft
iiben konnte.

Der grofie Erfolg der Chemie im vorigen Jahrhundert beruht auf der Einsicht,
dass Materie kornig ist. Die Kérner heilen zu Recht Atome?*!, denn sie sind
nicht weiter teilbar. Atome bilden Molekiile (lateinisch: kleine Massen). Was-
ser ist eine massenhafte Ansammlung von HyO-Molekiilen, Luft besteht aus
Ns- und Os-Molekiilen und anderen, und so weiter.

Sind die Atome aber wirklich unteilbar? Nein, wie wir seit langen wissen.
Die Atome haben einen Kern, der von Elektronen umgeben ist. Der Kern

40 Als Einfithrung in die Philosophie und ihre Geschichte sehr zu empfehlen: Bert-
rand Russel, "History of Western Philosophy’
41 grch. aropos: nicht zerschnitten, unteilbar
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wiederum besteht aus Neutronen (n) und Protonen (p). Kerne kénnen spontan
in andere Kerne zerfallen, dabei entstehen Neutrinos (v), Elektronen (e~) und
Positronen (e™), also Anti-Elektronen. Indirekt lduft das auf n — p+e~ + v
hinaus oder auf p — n +et 4+ v.

Die Protonen und Neutronen sind also auch keine Elementarteilchen, denn
sonst konnten sie sich nicht umwandeln. Vor mehr als vierzig Jahren hat man
vermutet, heute weifl man es: die schweren Teilchen (Baryonen*?) wie Proton
und Neutron sowie die mittelschweren Mesonen*? sind nicht elementar, son-
dern aus Quarks** mit drittelzahliger Ladung zusammengesetzt. Die Quarks

kommen zusammen mit Leptonen®® vor, also Elektronen und Neutrinos:
Symbol | Ladung | Name
e~ -1 Elektron
a -2/3 | Anti-Up-Quark
-1/3 | Down-Quark
v, U 0 Neutrino, Anti-Neutrino
d 1/3 | Anti-Down-Quark
u 2/3 Up-Quark
et 1 Positron

p = (uud) ist das Proton, n = (udd) das Neutron. Das Proton ist stabil, weil es
keinen leichteren Drei-Quark-Zustand gibt. Das freie Neutron ist schwerer als
ein Proton und ein Elektron zusammen®®, deswegen darf es gemifl n — pe™ 7
zerfallen.

Die obigen Fundamental-Teilchen sind Fermionen mit dem Spin 1/2. Ein Teil-
chen aus drei Quarks kann daher den Spin 1/2 oder den Spin 3/2 haben, und
wenn man den Bahndrehimpuls hinzurechnet, auch 5/2 usw.

Die Wechselwirkungen zwischen den Fundamental-Teilchen werden durch
Austausch-Bosonen vermittelt, die den Spin 1 haben.

Fiir die elektromagnetische Wechselwirkung ist das Photon ~+ zusténdig: la-
dungslos, masselos. Es koppelt an andere Teilchen proportional zur elektri-
schen Ladung. An sich selbst also iiberhaupt nicht.

Die sehr massiven Bosonen W+ und Z° vermitteln die schwache Wech-
selwirkung. Beispielsweise kann man den Neutronenzerfall als die Reaktion

42 grch. Bapus: schwer

43 grch. pecos: in der Mitte

44 In Finnegans Wake von James Joyce meint ein nicht mehr ganz niichterner Trin-
ker ’three quarts’ (drei Bier), lallt aber 'three quarks’.

45 grch. Aemrog: leicht, klein

46 das Neutrino ist masselos
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u — d W™ und anschlielend W~ — e~ ¥ verstehen. Die Vektorbosonen sind
etwa 70 mal so schwer wie ein Proton, daher ist die Reichweite der schwachen
Wechselwirkung sehr kurz.

Die starke Wechselwirkung wird durch Gluonen*” vermittelt. Gluonen kop-

peln an Quarks und an sich selber, sie ignorieren die Leptonen e* und v, .
Gluonen binden die Quarks zu Baryonen und Mesonen. Hat sich erst einmal
ein Proton oder ein Neutron gebildet, dann sind die gluonischen Wechselwir-
kungen weitgehend abgeséttigt. Bringt man aber das Proton und das Neutron
nahe genug zusammen, dann werden Gluonen auch zwischen (uvud) und (udd)
ausgetauscht, so dass es zu einer Bindung zwischen Proton und Neutron zu
Deuterium kommt.

Wir kennen das schon aus der Chemie. Die Coulomb-Wechselwirkung ermog-
licht die Bindung von Atomkernen und Elektronen zu Atomen. Mehrere
Atomkerne und die zugehorigen Elektronen ermoglichen noch fester gebun-
dene Gebilde, ndmlich Molekiile. Die Summe der Bindungsenergien fiir zwei
Wasserstoff-Atome und ein Sauerstoffatom ist kleiner als die Bindungsenergie
fiir ein Gebilde aus zwei Protonen, einem Sauerstoffkern und den entsprechen-
den Elektronen, einem HoO-Molekiil.

In diesem Sinne ist ein Gebilde aus drei Up-Quarks und drei Down-Quarks
(ein Deuterium-Kern) fester gebunden als ein isoliertes Protonen und Neutron.
Kernphysik wird damit zur Quark-Chemie.

Die Krifte zwischen den Quarks wachsen mit dem Abstand. Es ist nicht
moglich, Quarks zu trennen. Quarks treten entweder in Dreier-Gruppen auf
oder als Quark-Antiquark-Paare. Wenn man also ein Proton nicht in drei
Quarks zertriimmern kann, woher kommt dann die Vorstellung, dass es zu-
sammengesetzt ist?

Im Abschnitt iiber Wahrscheinlichkeitsamplituden haben wir diskutiert, wie
langsame Neutronen gestreut werden. Als differentieller Wirkungsquerschnitt
fiir die Streuung an zufillig orientierten Sauerstoff-Molekiilen ergibt sich

do do sin Aa
— =2 — 1 . 3.145
<d9)02 (d9>o{ - Aa } ( )
Bei kleinem Impulsiibertrag AA addieren sich die Streuamplituden, und
das Molekiil hat den vierfachen Wirkungsquerschnitt eines Sauerstoff-Atoms.

Bei groflem Impulsiibertrag dagegen hat man es mit der Streuung an zwei
Sauerstoff-Kernen zu tun.

Nach diesem Muster sind auch die Wirkungsquerschnitte fiir die Streuung von
Elektronen an Protonen zu interpretieren. Bei kleinem Impulsiibertrag hat
man es mit einem Teilchen der Ladung 1 zu tun. Bei grolem Impulsiibertrag
dagegen sieht es aus, als ob an zwei Teilchen der Ladung 2/3 und einem
Teilchen der Ladung -1/3 gestreut wird.

47 engl. glue = Leim
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Elektron-Neutron-Streuexperimente unterstiitzen diese Sicht. Bei kleinem Im-
pulsiibertrag werden die Neutronen, weil neutral, iiberhaupt nicht wahrge-
nommen. Bei grofem Impulsiibertrag dagegen hat man es mit der Streuung
an den Ladungen 2/3, -1/3 und -1/3 zu tun.

Wir halten fest: die masselosen Gluonen, das Photon und die drei massiven
Vektorbosonen W+ und Z° vermitteln die starke, die elektromagnetische und
die schwache Wechselwirkung.

Allerdings gibt es mehr als die bisher erwéhnten Fundamentalteilchen. Neutri-
no, Elektron, Up-Quark und Down-Quark kénnen alle natiirlichen Phdnomene
erkldren, aber nicht die vielen Teilchen, die man in Reaktionen bei sehr ho-
hen Energien findet und die im Kosmos in den ’ersten drei Minuten’ (ein
lesenswertes Buches von Steven Weinberg®®) vorhanden waren.

Es gibt drei Generationen von fundamentalen Fermionen. Genau drei!

Die erste besteht aus dem Elektron e, seinem Neutrino v., dem Down-Quark
d und dem Up-Quark u. Dazu kommen die entsprechenden Antiteilchen et
(Positron), 7., d und 4.

Die néchste Generation umfasst das Myon p~, sein Neutrino v,,, das Strange-
Quark s und das Charm-Quark ¢ sowie die entsprechenden Antiteilchen.

Die dritte und letzte Generation besteht aus dem Tauon 7, seinem Neutrino

v,, dem Botton-Quark b, dem Top-Quark ¢ und aus den zugehorigen Antiteil-
chen.

Ladung -1 1-2/31-1/3 0 +1/3 | +2/3 | +1
Generation 1 | e~ | @ d | ve, e d u et
Generation 2 | u~ | € s | v, | 8 c | pt
Generation 3 | 7= | ¢ b | v,y b t T+

Die folgende Tabelle beschreibt die Kopplungen der Austauschbosonen:

W= | Dee™ Dyp™ ;7 ud ¢s tb

v, Z° | ete™ putp= 7H77 (Deve uv, vrvy) | dd tu §s éc bb Tt

Wt | etve pty, 70, du 3c bt

Das Photon koppelt natiirlich nur an geladene Teilchen, also nicht an die
Neutrinos.

Diese beiden Tabellen beschreiben das heutige Versténdnis der materiellen
Welt. In die Tabelle der Austauschbosonen miissen noch die Gluonen einge-
tragen werden. Wir verzichten hier darauf, weil dann neue Begriffe (Farbe)
einzufithren wéren.

48 Steven Weinberg, *¥1933, US-amerikanischer Physiker
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Wie alle diese Teilchen miteinander wechselwirken, wird durch die Forderung
nach lokaler Eichinvarianz festgelegt. Fiir jedes Vektorboson soll gelten: der
Zusatz 0;A(x) zum Vierer-Vektorfeld A;(x) muss ohne Auswirkung bleiben,
wie man das von der Elektrodynamik kennt.



4

Thermodynamik

Thermodynamik ist eine alte Disziplin der Physik, von der sich grofiere Teile
als Technische und Chemische Thermodynamik verselbstédndigt haben. Wir
vollziehen nicht die historische Entwicklung nach, sondern befassen uns von
Anfang an mit der Quantentheorie fiir Systeme mit sehr vielen Teilchen.

Im Abschnitt tiber den Ersten Hauptsatz diskutieren wir Zustandsgemische,
oder gemischte Zustdnde. Der Erwartungswert ist bilinear im Zustand und
in der Messgrofle, und die Aufspaltung der Energiefinderung in Arbeit und
Wiérme erscheint als beinahe triviale Schlussfolgerung.

Im Abschnitt iiber den Zweiten Hauptsatz leiten wir ein Maf} dafiir her, wie
stark ein Zustand gemischt ist, die Entropie. Ein energetisch gut isoliertes
grofles System wird durch Einflliisse der chaotischen Umgebung immer mehr
durchmischt, so dass die Entropie bestédndig ansteigt.

Das System ist mit seiner Umgebung im Gleichgewicht, wenn die Entropie
nicht mehr wachsen kann, weil sie schon maximal ist. Der entsprechende
Gibbs-Zustand wird durch einen Lagrange-Parameter gekennzeichnet, den wir
als Temperatur entlarven. Der andere Lagrange-Parameter ist die Freie Ener-
gie, ein thermodynamisches Potential.

Im Abschnitt iber Reversible Prozesse fithren wir die Sprache der phénomeno-
logischen Thermodynamik ein. Insbesondere werden Carnots allgemeine Uber-
legungen zum Wirkungsgrad von Warmekraftmaschinen vorgestellt.

Wie die wichtigen, von der Prozessfiihrung abhiingigen Materialkenngrofien
Wiarmekapazitit und Kompressibilitdt aus den thermodynamischen Potentia-
len berechnet werden, behandeln wir in einem eigenen Abschnitt. Wir gehen
zugleich auf die thermodynamische Stabilitét ein.

Fiir ein sehr verdiinntes Gas, bei dem die intermolekulare Wechselwirkung

unberiicksichtigt bleiben darf, fithren wir eine quantenstatistische Rechnung
vor und begriinden zugleich die klassische Néherung fiir das Ideale Gas.

Der Druck eines idealen Gases ist nicht von der Art der Molekiile abhéngig,
wohl aber die Wérmekapazitdt und damit die Adiabatengleichung. Als Bei-
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spiel entwickeln wir ein sehr brauchbares Modell der konvektionslabilen At-
mosphaére.

Van der Waals hat die Zustandsgleichung fiir das ideale Gas so korrigiert, dass
die starke Abstolung der Molekiile bei kleinen Abstédnden und eine Anziehung
bei grofleren beriicksichtigt wird(van der Waals-Modell). Damit ergibt sich
jedoch eine freie Energie, die nicht das Ergebnis einer quantenstatistischen
Rechnung sein kann. Eine plausible Korrektur fithrt auf das Phinomen des
sprungartigen Ubergangs zwischen einer fliissigen und gasférmigen Phase.

Im Abschnitt iiber die Hohlraumstrahlung weisen wir nach, dass ein ansonsten
leerer Raum, dessen Winde die Temperatur 7" haben, von einem Photonengas
erfiillt ist. Die Aufkldrung der spektralen Intensitdt durch Max Planck hat
der statistischen Theorie der Wirme seinerzeit zum Durchbruch verholfen,
allerdings auch die Naturkonstante A ins Spiel gebracht, mit dem zwischen
Teilchen- und Welleneigenschaften umgerechnet wird.

Messgrofien im thermischen Gleichgewicht schwanken, und zwar umso stérker,
je kleiner die Anzahl der Teilchen im System ist. Um das vorzufiihren, erértern
wir die Irrfahrt eines einzelnen kleinen Teilchens, das in einer Fliissigkeit sus-
pendiert ist (Brownsche Bewegung). Einige mathematisch aufwiindigere De-
tails konnen beim ersten Lesen durchaus iibersprungen werden.

Als Ausblick auf die Theorie der irreversiblen Prozesse behandeln wir im letz-
ten Abschnitt die Wdarmeleitung. Man kann damit abschétzen, wie schnell sich
in einem bestimmten System das thermische Gleichgewicht einstellt.

4.1 Der Erste Hauptsatz

Bei einem makroskopischen System ist es eine absurde Fiktion, vom Zustand
im bisherigen Sinne zu reden. Denken wir nur an eine paramagnetische Sub-
stanz, bei der in jeder Einheitszelle ein Spin frei drehbar ist und damit die
Mboglichkeiten T und | hat (Spingitter). Mit a als Gitterkonstante hat ein
System mit Volumen V gerade N = V/a? Einheitszellen. Allein um einen
beliebigen Spinzustand aufzuschreiben, muss man N bit an Information no-
tieren. Bei @ = 0.5 nm und V = 1 cm? lduft das auf etwa 10?2 bit hinaus. Auf
einer heutigen Festplatte bringt man etwa 10'2 bit unter. Man benétigt also
1010 Festplatten. Jeder Bewohner dieses Globus miisste zwei Festplatten bei-
steuern, damit auch nur ein einziger Spingitter-Zustand aufgeschrieben wer-
den kann. Um alle diese Festplatten gleichzeitig zu betreiben, braucht man
Hunderte von Kernkraftwerken . ..

Nein, wir miissen uns etwas besseres einfallen lassen. Wir riicken von der
Fiktion ab, dass ein System vollstindig zu beschreiben sei, ndmlich durch
Angabe seiner Wellenfunktion. Wir geben die Vorstellung auf, dass bei einer
Messung der Messgrofle M alle Eigenzustdnde unterdriickt werden kénnen
bis auf einen, der dann der zu préparierende Zustand ist. Diese Vorstellung
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hatten wir niimlich bisher bei unseren Uberlegungen zur Quantentheorie im
Hinterkopf.

Wir lassen jetzt zu, dass bei einer Messung von M die verschiedenen Eigen-
zusténde x; mit Wahrscheinlichkeiten w; angetroffen werden. Die Wahrschein-
lichkeit w; gibt an, mit welchem Gewicht der Eigenzustand x; beigemischt
ist. Solche Zustandsgemische nennt man auch gemischte Zusténde.

Fiir das Spingitter konnte die Angabe eines Zustandes so aussehen: ein typi-
scher Spin zeigt mit der Wahrscheinlichkeit w nach oben und mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 —w nach unten. Die Wahrscheinlichkeit w ist eine Zahl, die im
Allgemeinen von der Temperatur und vom angelegten Magnetfeld abhéingt.
Damit haben wir die Schliisselbegriffe der Statistischen Thermodynamik ge-
nannt:

e gemischte Zusténde beschreibt man durch Wahrscheinlichkeiten fiir reine
Zusténde,

e solche Wahrscheinlichkeiten hingen von Kenngréfien ab (wie Temperatur),
die das Gleichgewicht zwischen System und Umgebung charakterisieren

e die Wahrscheinlichkeiten hingen auch von den Werten &duflerer Parameter
ab (wie Magnetfeldstiirke), die sich einregeln lassen.

Wir prézisieren das jetzt.

Ein Zustandsgemisch, oder ein gemischter Zustand, wird durch ein vollsténdi-

ges Orthonormalsystem von reinen Zusténden x1, X2, ... charakterisiert und
durch eine Folge w1, ws, . .. von Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten dieser
Zusténde.

Es gibt genau einen linearen Operator W, der die x; als Eigenvektoren hat
und die w; als Eigenwerte,

Wx;j = wix; - (4.1)

Dieser lineare Operator beschreibt das Zustandsgemisch, den gemischten Zu-
stand.

Weil W reelle Eigenwerte hat, handelt es sich um einen selbstadjungierten
Operator. Weil die Eigenwerte positiv! sind, handelt es sich um einen positiven
Operator,

W >0. (4.2)

Mehr noch, die Summe iiber die Diagonalelemente ergibt den Wert 1, und das
schreibt man als

trW =1. (4.3)

! wir gebrauchen hier positiv immer im Sinne von nicht-negativ
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Die Spur eines linearen Operators L berechnet man als

tr L = Z(qu, Lo;) . (4.4)

Dabei ist ¢1,¢o,... ein vollstindiges Orthonormalsystem. Die Summe er-
streckt sich also iiber die Diagonalelemente der Matrix (¢;, L¢y). Es ldsst
sich einfach zeigen, dass ein anderes vollstdndiges Orthonormalsystem diesel-
be Spur ergibt.

Jeder gemischte Zustand wird durch einen positiven Dichteoperator W mit
tr W = 1 beschrieben. Jeder positive Operator mit tr W = 1 beschreibt einen
gemischten Zustand.

Fiir die Messgrofle M im gemischten Zustand W erwarten wir das Ergebnis
2 w;i(xg Mx;) = 22(x;, WMY;), also

(M) = tt WM. (4.5)

Das Messergebnis hingt folgendermaflen von der Zeit ab:

(M), = tr WM =" w;(x;u, Mx;.)
—itH —itH
:Zw](e h Xj,Me h Xj)) (46)
und daraus folgt

Wt:e_ﬁtHWe it (4.7)
fiir die Zeitentwicklung. Als Schrodinger-Gleichung fiir den gemischten Zu-
stand erhalten wir damit

1

We =1 [H,Wi]. (43)
Das zu erwartende Messergebnis héngt vom Zustand W und von der Mess-
gréfle M ab, und zwar als bilineares Funktional. Wenn sich beides dndert, die

Messgrofle und der Zustand, dann berechnet man
M) = tr WM+ tt WM . (4.9)

Physiker sind auf zeitliche Verdnderungen fixiert. Schliellich braucht man gar
nichts zu tun, damit die Zeit weitergeht. Deswegen spielt auch die Erzeugende
der Zeitverschiebung, die Energie H, eine prominente Rolle.

In der Physik ist es iiblich, das Inertialsystem so zu wéhlen, dass der Massen-
mittelpunkt eines Systems ruht. Die Energie in diesem Falle bezeichnet man
als innere Energie.
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Die kinetische Energie des Massenmittelpunktes ist willkiirlich, im Ruhesys-
tem ist sie nicht vorhanden.

Wie {iblich bezeichnen wir mit U die Energie im Ruhesystem,

U=trWH. (4.10)
Die (beinahe triviale) Feststellung

oU = tr0WH + tr WOH = 6Q + 0A (4.11)

ist der Erste Hauptsatz der Thermodynamik.

Der Erwartungswert der inneren Energie kann sich &ndern, weil sich der Zu-
stand dndert oder weil sich die Energieobservable dndert. Der erste Beitrag
heiit Warme, der zweite Arbeit.

Die Energie H = H (A1, A2...) hiingt im Allgemeinen von dufleren Parametern
A1, Ag ... ab. Die Arbeit schreibt sich damit als

§A == A6X, mit A, = —( STH . (4.12)

Die A, heiflen verallgemeinerte Krifte.

Die Stérke eines dufleren elektrischen Feldes oder die Stérke eines d&ufleren Ma-
gnetfeldes ist ein duflerer Parameter, ebenso das Gebiet G, in welchem Teilchen
eingesperrt werden. Bei fluiden Medien—Fliissigkeiten oder Gasen—kommt es
nicht auf das Gebiet an, sondern nur auf das Volumen V des Gebietes.

In diesem Falle schreibt sich die Arbeit als
A =—pdV (4.13)

mit p als Druck.

Wir betonen, dass der Erste Hauptsatz der Thermodynamik nicht etwa von
Arbeit und Wirme als Formen der Energie spricht, sondern als von zwei ver-
schiedenen Ursachen, warum sich der Erwartungswert der Energie dndern
kann. 6@ ist nicht etwa eine kleine Warmemenge, sondern eine kleine Ener-
giemenge, um die die innere Energie eines Systems wiichst, weil es in einen
anderen Zustand versetzt worden ist. Dasselbe gilt fiir die Arbeit. Warme und
Arbeit sind nicht Formen der Energie, sondern Formen des Energietranspor-
tes, auf welche Weise eine Energiemenge die Systemgrenzen {iberschreitet.

Um ein Bild zu gebrauchen: man kann die Verdnderung des Kontostandes
in Bargeldbewegung und Uberweisungen trennen. Man kann aber sein Geld
nicht in Bar-Euros und Uberweisungs-Euros unterteilen. Daher: Vorsicht beim
Begriff "'Wérmemenge’.
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4.2 Der Zweite Hauptsatz

Wir haben soeben den Zustandsbegriff erweitert. Ein vollsténdiges Orthonor-
malsystem von Zusténden x1, X2, ... sowie entsprechende Wahrscheinlichkei-
ten wi,ws,... konnen zu einem positiven Operator W mit trW = 1 zu-
sammengefasst werden, so dass Wy; = w;x; gilt. Der Erwartungswert einer
Messgrofle M im gemischten Zustand W ist tr WM.

In der Tat wurde der Zustandsbegriff erweitert, denn die reinen Zusténde
(Wellenfunktionen) sind spezielle gemischte Zustéinde. Wenn alle Wahrschein-
lichkeiten ws, w3 ... verschwinden und w; = 1 gilt, dann kommt der reine
Zustand y; alleine vor. Und jeder reine Zustand kann y; sein.

Reine Zustédnde sind nicht gemischt. Dann wird es fast reine Zusténde ge-
ben, aber auch stark gemischte. Es stellt sich also die Frage, wie man den
Mischungsgrad eines gemischten Zustandes bewertet.

Dazu messen wir W nach. Wir stellen fest, welcher reine Zustand nun wirklich
realisiert worden ist. Bei der ersten Messung kommt x;, heraus, bei der zweiten
Xi,, und so weiter. Das Ergebnis einer Messreihe von N Uberpriifungen ist
also eine Folge i1,19,...,in von Indizes der moglichen reinen Zustédnde. Der
reine Zustand y; ist gerade m; mal aufgetreten, und bei einer sehr langen
Messreihe wird n; /N ~ w; gelten?.

Vor dem Experiment kennt man nur die Wahrscheinlichkeiten. Nach den Mes-
sungen weifl man, welche der Messreihen realisiert worden ist. Das bedeutet
ein Zugewinn an Wissen. Aus Wahrscheinlichkeit ist Gewissheit geworden.

Den Informationsgewinn beurteilt man nach der kleinsten Anzahl der Ja/Nein-
Fragen, die jemand stellen muss, um die Information systematisch abzufragen.

Vor der Messreihe ist bekannt, dass x; gerade n; = w; N oft auftritt. Es ist aber
nicht bekannt, in welcher Reihenfolge. Sicher ist nur, dass die Einzelmessungen
unabhéngig voneinander sind.

Nun, die Vertauschung verschiedener Indizes ergibt eine neue Messreihe. Mit
den Zahlen n; sind gerade

N!

verschiedene Messreihen vertriaglich. Eine davon ist vorgekommen, so dass
man ld 2 Ja/Nein-Fragen stellen muss, um den Informationsgewinn zu be-
werten?.

Mit der Stirling-Formel* log z! = zlogx + . ..
formen wir das um in

2 Wir beziehen uns dabei auf das Gesetz der groBen Zahlen: die relative Haufigkeit
konvergiert gegen die entsprechende Wahrscheinlichkeit

3 1d (logarithmus dualis) ist der Logarithmus zur Basis 2

4 James Stirling, 1692 - 1770, britischer Mathematiker
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A2 =NIAN —nildn; —noldng — ... = —NZwildwi. (4.15)

Man sieht, dass der mittlere Informationsgewinn pro Messung, die Shannon-
Entropie®, nur von den Wahrscheinlichkeiten abhingt.

In der Physik hat man schon vor der informationtheoretischen Deutung von
Entropie® gesprochen. Um an die Tradition anzuschlieBen, multiplizieren wir
die Shannon-Entropie mit dem Faktor kg In 2. Die Entropie des Zustandes W
ist damit

SW) = —kg Y wilnw; = —kg tr WnW . (4.16)

Die Boltzmann”-Konstante® ist der Proportionalitéitsfaktor zwischen Energie
und Temperatur, wie wir bald sehen werden.

Die Entropie ist als Maf fiir den Mischungsgrad geeignet:

e Die Entropie reiner Zusténde verschwindet
e FEcht gemischte Zustdnde haben eine positive Entropie.

e Mischen von Zusténden vergroflert die Entropie.

Die Funktion  — —zInx ist im Intervall (0, 1) positiv und verschwindet bei
x = 0 sowie bei x = 1.

Ein reiner Zustand ist dadurch gekennzeichnet, dass alle Wahrscheinlichkeiten
w; verschwinden bis auf eine, die den Wert 1 hat. Damit verschwindet die
Entropie.

Echt gemischte Zustdnde enthalten mehrere Zustinde mit Wahrscheinlichkeit
0 < w; < 1. Damit steht S > 0 fest.

Zwei Zustande? Wi und W kénnen gemif
W =w Wi +ws W mit 0 <wq,ws <1 und wy +we =1 (4.17)

weiter gemischt werden.
Es gilt

S(W) > w1$(W1) + ’LUQS(WQ) . (4.18)

Das Funktional W — S(W) ist konkav. Die Entropie eines gemischte Zu-
standes ist i.a. grofler als die Mischung der Entropien. Anders ausgedriickt:
Mischen vergrofert die Entropie.

5 Claude Elwood Shannon, 1916 - 2001, US-amerikanischer Mathematiker

6 grch. Vorsilbe ev: in, darin; grch. mpomn: Verdinderung

7 Ludwig Boltzmann, 1884 - 1906, dsterreichischer Physiker

8 kg = 1.381 x 1072* JK™!

% ab jetzt verstehen wir unter einem Zustand stets einen gemischten Zustand
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Diese Aussage ist mit der Feststellung vertréiglich, dass die reinen Zustédnde
eine verschwindende Entropie haben und dass die Entropie echt gemischter
Zustande positiv ist.

Jedes System hat eine Umgebung!'?. Die Umgebung wirkt auf das System ein,
und das System beeinflusst auch die Umgebung.

Die Energie, also der Operator, der die Zeitentwicklung dirigiert, kann als
H = Hs+ Hy + Hsy (4.19)

geschrieben werden. Hg bezieht sich allein auf die Variablen des Systems,
Hy auf die der Umgebung, und Hgy beschreibt die Wechselwirkung zwischen
System und Umgebung.

Wenn ein System total von seiner Umgebung isoliert!! ist, dann verschwindet
Hgy. Fir den Zustand W des Systems bedeutet das

Wy=¢e ﬁtHSWe ntHs (4.20)

Wi und W haben also dieselben Eigenwerte und damit dieselbe Entropie.

Bei total isolierten Systemen bleibt die Entropie konstant, der Mischungsgrad
dndert sich nicht.

Ein grofles System ldsst sich nicht total, sondern nur gut von seiner Umgebung
isolieren. Man kann dafiir sorgen, dass wéhrend einer beschrankten Zeit der
Energieinhalt praktisch konstant bleibt. Man kann aber nicht den Einfluss der
Umgebung auf die Zeitentwicklung des Systems ausschalten. In einem grofien
System liegen die Energieeigenzustéinde derartig dicht beieinander, dass schon
die geringsten dufleren Einfliisse den Zustand des Systems komplett durchein-
ander wirbeln.

Nur eins ist dabei sicher: der Zustand des Systems wird immer mehr gemischt.
Der Befund, dass die zufilligen Eingriffe von aufien keine Ordnung stiften,
sondern vermindern, das ist der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik:

In gut isolierten Systemen wiichst die Entropie.

Fiir grofle System ist die Annahme Hgy = 0 nicht mehr zu rechtfertigen.
Nicht nur das System, auch die Umgebung bestimmt, wie sich der Zustand
des Systems entwickelt. Weil der Zustand der Umgebung unbekannt und auch
nicht berechenbar ist, kann man die Zeitentwicklung ¢t — W; eines gemischten
Zustandes nicht mehr vorhersagen. Nur soviel steht fest: Ordnung wird eher
zerstort als erzeugt. Wy entwickelt sich so, dass t — S(W;) wichst. Welchen
Weg ein grofles System nimmt, kann nicht vorhergesagt werden, weil die Um-

10 wir scheuen davor zuriick, den Kosmos als ein System zu bezeichnen. Die meisten

hier verwendeten Begriffe verlieren dann ihre Bedeutung. Systeme sind immer
Ausschnitte, Teile.
1 Jat. insula: Insel
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gebung launisch ist. Nur soviel steht fest: in der Entropielandschaft geht es
bergauf.

Die Begriindung des Zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik ist eine Wis-
senschaft fiir sich. Lediglich abgeschwéchte Fassungen lassen sich beweisen.
Meist wird der Zweite Hauptsatz nur verwendet, um Gleichgewichtszusténde
auszurechnen: Zusténde, die nicht weiter gemischt werden konnen, weil sie
schon maximal gemischt sind. Nur damit werden wir uns vorerst beschéaftigen.

4.3 Temperatur

In einem gut isolierten System wéchst die Entropie, bis sie nicht weiter wach-
sen kann, weil das Maximum erreicht ist. Dann fluktuiert der Zustand um
diesen Gleichgewichtszustand, weil die Umgebung fortwéhrend in die Zeit-
entwicklung eingreift. Das ist ganz wortlich zu nehmen. Gleichgewicht und
Fluktuationen im Gleichgewicht sind vertrégliche Begriffe.

Wir betrachten ein gut isoliertes System, das durch die Energieobservable H
beschrieben wird. Die innere Energie U = ( H ) soll sich nicht &ndern, weil das
System energetisch von seiner Umgebung isoliert ist. Allerdings beeinflusst die
Umgebung die Zeitentwicklung des Systems, und zwar so, dass der Zustand
des Systems mehr und mehr gemischt wird. Der Gleichgewichts-Zustand'?, wir
nennen ihn G, ist also dadurch ausgezeichnet, dass er unter allen Zustédnden
mit innerer Energie U die grofite Entropie hat.

Das ist eine Optimierungsaufgabe:
S(G) =maxS(W) mit W>0, trW=1und ttWH=U. (4.21)

Wir schreiben W = G + §W. éW ist nicht frei wéihlbar, es muss die Neben-
bedingungen

trdW =0 (4.22)
und

troWH =0 (4.23)
erfiillen.

Die Variation der Entropie bei W = G betrigt
0S8 = —kptrdWnG, (4.24)

sie soll verschwinden.

12 oder Gibbs-Zustand
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Ein Variationsproblem mit Nebenbedingungen 16st man bekanntlich dadurch,
dass deren Variationsgleichungen mit so genannten Lagrange-Multiplikatoren
multipliziert werden und zur eigentlichen Variationsgleichung addiert werden.
Diese Gleichung wird dann ohne Nebenbedingungen optimiert. Anschlieflend
muss man durch passende Wahl der Lagrange-Mulitplikatoren sicherstellen,
dass die Nebenbedingungen tatséchlich erfiillt sind.

Wir multiplizieren (4.23) mit dem Lagrange-Multiplikator —1/7T", (4.22) mit
F/T und addieren zu (4.24):

F H

Nun ist 6W beliebig, und das fiihrt auf

(F — H)/ksT

G=ce (4.26)

Wir haben die Lagrange-Multiplikatoren (oder Lagrange-Parameter) gleich
traditionell bezeichnet. F' heifft freie Energie, und T bezeichnet die absolute
Temperatur.

G ist ein Gibbs-Zustand!®.

F ist eine Zahl'*, die so zu wihlen ist, dass tr G = 1 gewihrleistet ist. Wir
berechnen

—H/kgT

F=—kgTlntre (4.27)

Der Lagrange-Parameter T wird durch die Forderung
trGH =U (4.28)

festgelegt.

Das kann man als

trHe —H/kpT

U= —— (4.29)
o o —H/ksT

schreiben oder als

—BH
H

gt :m’ (4.30)
tre
mit 8 = 1/kgT.

13 Josiah Willard Gibbs, 1839 - 1903, US-amerikanischer Physiker
' in (4.26) miisste eigentlich FI stehen, mit dem Einsoperator 7
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Fiir die Ableitung nach 8 berechnen wir
d 2 2
@(H):—(H Y +(H)". (4.31)

Die Ableitung des Energieerwartungswertes nach ( ist also negativ, die Ab-
leitung nach T positiv. Sofern U zwischen dem niedrigsten und dem hochsten
Energieeigenwert liegt, hat die Gleichung (4.30) stets eine Losung, und nur
eine.

Die innere Energie wéchst monoton mit dem Parameter T'. Das ist ein Merk-
mal der Temperatur: sie steigt, wenn dem System Energie zugefiihrt wird.

Wir betrachten jetzt ein System, das aus zwei Untersystemen zusammenge-
setzt ist, so dass H = Hy + Hy + His gilt. Die Wechselwirkungsenergie Hio
soll vernachldssigbar klein sein im Vergleich mit den Energien H; und Hy der
Teilsysteme. Wenn das Gesamtsystem im thermischen Gleichgewicht ist,

G = e(F — H)/kgT ~ e(Fl — Hy)/kgT e(F2 — Hy)/kgT ’ (4.32)
dann sind es auch die Teilsysteme. Wie wir sehen, gilt dann
T:T1:T2 und F:F1+F2 (433)

Ist das Gesamtsystem im thermischen Gleichgewicht, beschrieben durch den
Parameter T', dann trifft das auch fiir die Teilsysteme zu. Auch die Teilsysteme
sind im thermischen Gleichgewicht zum selben Parameter 7. Nebenbei, die
freien Energien der beiden Teilsysteme addieren sich.

Fiir alle physikalischen Systeme ist die Energie nach unten beschrinkt und
kann beliebig grof werden. Man sieht leicht ein, dass der Ausdruck (4.27),
namlich

—FE;/ksT

F=—kgTh) e (4.34)

nur dann konvergieren kann, wenn die Temperatur 7' positiv ist. Die Ener-
gieeigenwerte F; < Ey < ... hdufen sich bei oo, und deswegen sind negative
Temperaturen verboten.

Der absolute Nullpunkt ist immer ein Grenzfall. T" — 0 bedeutet, dass nur
noch der Zustand mit der tiefsten Energie vertreten ist, der Grundzustand.

Bringt man einen Temperaturmesser (ein Thermometer) mit irgendeinem Sys-
tem in Kontakt und wartet hinreichend lange, dann wird sich das thermische
Gleichgewicht einstellen. Man weil dann, dass die vom Thermometer ange-
zeigte Temperatur auch die Temperatur des Systems ist.

Als Thermometer ist ein verdiinntes Gas gut geeignet. Wie wir spéter ausrech-
nen werden, ist der Druck des Gases zur Temperatur T direkt proportional.
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Nun muss man nur noch die Skala festlegen. Genau bei einer Temperatur Ty
und genau bei einem Druck py kann Wasser gleichzeitig als Eis, Fliissigkeit
und Dampf koexistieren. Das ist der so genannte Tripelpunkt. Die Temperatur
am Tripelpunkt ist Ty = 273.16 K (genau). K steht fiir Kelvin!®.

Die Temperatur ist keine Observable im herkémmlichen Sinne. Sie kennzeich-
net vielmehr die moglichen Gleichgewichtszusténde. Nur wenn sich ein System
im Gleichgewicht mit seiner Umgebung befindet, darf man von Temperatur
reden. Also niemals? Falsch: praktisch immer.

Betrachten wir ein Gas bei normalem Druck oder eine Fliissigkeit oder einen
Festkérper. Das Gas enthiilt bei Normalbedingungen etwa 6 x 10%% Molekiile
in 22.4 dm3, also weit mehr als 10 Millionen Teilchen in einem Wiirfel mit
der Kantenlénge von 1 pm. In einem so kleinen Systemen (mit immerhin so
vielen Teilchen) stellt sich das thermische Gleichgewicht unglaublich schnell
ein, so dass man auf einer pum-Skala mit Fug und Recht vom Tempera-
turfeld T = T(¢,«) sprechen kann. In diesem Sinne ist beispielsweise die
Warmeleitungsgleichung

T = kAT (4.35)

zu verstehen. Diese Gleichung ist auf einer pm-Skala in Ordnung, macht aber
im Nanometer-Bereich vermutlich keinen Sinn.

4.4 Freie Energie

Ein System befindet sich im Gleichgewicht mit seiner Umgebung, wenn es—
bei vorgegebener innerer Energie U—im Zustand mit der maximalen Entropie
ist. Dieser Zustand wird durch die Temperatur 7' gekennzeichnet. Im Gibbs-
Zustand G sind die Energie-Eigenzustinde y; mit Gewichten

w; X e —Ei/ksT (4.36)

vertreten. Mit wachsendem Energie-Eigenwert E; nimmt der Beitrag zum
Gleichgewicht ab. Je kleiner die Temperatur 7" ist, umso weniger tragen die
hoch angeregten Zusténde bei.

Formal ist die freie Energie F' lediglich ein Lagrange-Parameter, der sicher-
stellt, dass der Gibbs-Zustand

(F — H)/kgT

G=ce (4.37)

korrekt normiert ist, tr G = 1. Das lauft auf

15 William Thomson, Lord Kelvin, 1824 - 1907, britischer Physiker
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F= kTt e 0T i 3 ~E/keT (4.38)

hinaus.

Die freie Energie hingt von der Temperatur und vom Hamilton-Operator ab,
der selber von den #ufleren Parametern A1, Ao, ... abhéingt. Deswegen schrei-
ben wir F = F(T, A1, A, ...).

Die Entropie im Gibbs-Zustand ist

H-F U-F

S=—kptrGInG =kptrG T T (4.39)
wie man leicht einsieht.
Andererseits berechnet man

oOF F U

o T T (4.40)
und das bedeutet

oF

—=-5. 4.41

Fiir die partielle Ableitung nach dem &ufleren Parameter A, erhalten wir

8F<__<8H
N O\

) =4, (4.42)

also die zugehorige verallgemeinerte Kraft, wie wir sie im Abschnitt Erster
Hauptsatz eingefiihrt haben.

Wir fassen die Befunde (4.41) und (4.42) als

dF = —SdT — Ay d\y — Ay ddo — . .. (4.43)

zusammen!6.

Kennt man die freie Energie eines Systems als Funktion der natiirlichen Va-
riablen!”, also T, A1 Ao . . ., dann ergeben sich die Entropie und die verallgmei-
nerten Krifte durch partielles Ableiten. In diesem Sinne ist die freie Energie
ein thermodynamisches Potential.

Warum heifit die freie Energie eigentlich so? Nun, einmal ist es wirklich eine
Energie, wie man an

F=U-TS (4.44)

16 Ausdriicken wie (4.43) entnimmt man, von welchen Variablen die Funktion auf
der linken Seite abhéingt und wie die partiellen Ableitungen aussehen.
7 natiirlich, weil sie unmittelbar in der Definitionsgleichung (4.38) auftreten
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erkennt. Auflerdem gilt §F = § A, wenn sich die Temperatur nicht &ndert. In
diesem Sinne ist die freie Energie die an einem System geleistete Arbeit, wenn
man immer bei derselben Temperatur bleibt. Die freie Energie gibt damit
auch an, welche Energie ein System freisetzen kann, wenn man auf Tempe-
raturgefille nicht zuriickgreifen will. Die freie Energie ist die bei isothermen
Prozessen verfiighare Energie. Bei T' = 0 sind freie Energie und innere Energie
ohnehin dasselbe.

Trotzdem stehen die freie Energie und die innere Energie begrifflich nicht
auf derselben Stufe. Die innere Energie ist der Erwartungswert der Energie-
observablen im Schwerpunkts-Koordinatensystem. Das kann irgendein wilder
Nicht-Gleichgewichtszustand sein. Die freie Energie ist nur fiir Gleichgewichts-
zusténde definiert.

Diese Aussage werden wir spéter erheblich abschwichen. Wir reden dann von
Systemen, die aus materielle Punkten bei & mit Volumen dV bestehen. Je-
der materielle Punkt ist auf der mm-Skala wirklich ein Punkt, enthélt aber
noch so viele Teilchen N, dass man den Grenzwert fir N — oo verwen-
den kann. In diesem Kontext ist dann der Begriff einer lokalen Temperatur
T = T(t,z) sinnvoll, weil diese kleinen Gebiete sich praktisch jederzeit im
thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Damit werden auch Begriffe wie
"Entropiedichte’ und "Dichte der freien Energie’ sinnvoll.

Fiir benachbarte Gleichgewichtszusténde gilt U = 0Q+6A, dF = —SdT+0A,
und daher, wegen F' = U — T'S die Beziehung

5Q = T6S. (4.45)

Je dichter man am absoluten Temperatur-Nullpunkt ist, umso mehr wird man
von einer bestimmten Warmezufuhr §@Q vom Ziel S = 0 zuriickgeworfen. Dem
Grundzustand eines Systems, der die Entropie S = 0 besitzt, kann man sich
nur mit immer héherem Isolieraufwand néhern.

Nicht nur die freie Energie F, auch die innere Energie U ist als thermodyna-
misches Potential geeignet. Dafiir muss man die innere Energie im thermody-
namischen Gleichgewicht allerdings als eine Funktion der Entropie S und der
dufleren Parameter A1, A2 ... auffassen, U = U (S, A1, A2, ...). Damit gilt dann

dU = TdS — Aydhy — Asdrg — . ... . (4.46)

Wir illustrieren das alles an einem ganz einfachen Beispiel. Betrachtet wird
eine Molekiil, das mit seiner Umgebung—den restlichen Gasmolekiilen—im
Gleichgewicht steht. Wir konzentrieren uns hier allein auf die Molekiilschwin-
gungen. Von dufleren Parametern ist also gar nicht die Rede. Die Tatsache,
dass unser Molekiil in einem Gefdafi mit Volumen eingesperrt ist, beeinflusst
zwar die translatorische Bewegung, nicht aber die Molekiilschwingungen.
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Die Energie-Eigenwerte!® sind gerade E,, = nhw, mit n = 0,1, ..., wobei jeder
Zustand einfach vorhanden ist.
Fiir die freie Energie berechnen wir!?
e}
Fep=—ksT > e —nhw/ksT _ oy (1 —e h‘”/kBT) . (447
n=0

Das ergibt die Entropie

hw
e -1
also die innere Energie
hw

Bei niedrigen Temperaturen?® gilt

—hw/ksT

U=~hwe (4.50)

Im Schwingungsfreiheitsgrad eines Molekiils ldsst sich dann also praktisch kei-
ne Energie unterbringen. Man sagt auch: die Schwingungen sind eingefroren.

Bei sehr hohen Temperaturen gilt
U=~ kpT, (4.51)

dasselbe fiir alle zweiatomigen Molekiile, denn w kommt gar nicht mehr vor.

4.5 Reversible Prozesse

Unter einem Prozess versteht man in der Physik eine zeitliche Abfolge von
Zusténden, t — Wy, ganz in Analogie zum Gerichtswesen.

Wenn man das System gut von seiner Umgebung isoliert und auch die &ufleren
Parameter nicht dndert, dann konvergiert der Zustand des Systems gegen
einen Gleichgewichtszustand,

Wi — G = G(T, \). (4.52)

8 die quantenmechanische Nullpunkts-Energie kann bedenkenlos ignoriert werden
19 mit der Formel fiir die Summe einer geometrischen Reihe
20 7u vergleichen ist mit iw/kg = 813 K fiir Clz und 4300 K fiir HCI
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Einfach warten, nichts unternehmen: dann treibt die Umgebung das System
in den Gleichgewichtszustand. Je kleiner ein System ist, umso schneller geht
das.

Man kann ein System X' in Teile X1 und X5 zerlegen. Der Hamilton-Operator
des Systems hat dann die Gestalt

H=H +Hy+ Hys. (4.53)

In H; wird alles zusammengefasst, was sich allein auf das System X be-
zieht. Dasselbe gilt fiir Hy. In dem Wechselwirkungsterm fassen wir den Rest
zusammen, der sich weder in H; noch in Hs unterbringen lésst.

Stellen wir uns einen Kristall mit einem mittleren Teilchenabstand von 3 A
vor. Ein Kubikmillimeter enthilt ungefihr 4x10'? Teilchen. Wir teilen ihn
gedanklich in der Mitte, das sind links und rechts jeweils 2x10' Teilchen.
Unmittelbar links und rechts der Trennfliche sitzen ungefihr 103 Teilchen.
Die Wechselwirkungsenergie wird also um 10~% kleiner ausfallen als die Ener-
gien der Teilsysteme und darf daher zu Recht vernachléssigt werden.

Teilt man eine grofles System, etwa einen Automotor, in Kubikmillimeter
grofle Bereiche auf, dann ist es eine gute Ndherung, jeden Kubikmillimeter als
Teilsystem anzusehen, der sehr rasch sein thermodynamisches Gleichgewicht
erreicht. "Rasch’ muss man dabei an der typischen Umdrehungszahl (etwa 50
pro Sekunde) messen.

Waéhrend der Motor 1duft, ist jeder Kubikmillimeter fiir sich jederzeit im ther-
mischen Gleichgewicht, und in diesem Sinne kann man vom Temperaturfeld
T = T(t,x) sprechen (x soll der Mittelpunkt eines jeden Kubikmillimeters
sein, in die wir unser System gedanklich zerlegt haben). Der Motor insge-
samt ist erst dann im thermischen Gleichgewicht, wenn er abgestellt worden
ist und wenn man einige Stunden gewartet hat. Erst dann ist das globale
Gleichgewicht VT = 0 erreicht.

Das soeben eingefiihrte Temperaturfeld T = T'(t,x) geniigt der Wérmelei-
tungsgleichung?

T = kAT . (4.54)
Die Temperaturleitfahigkeit x hat die Dimension m2s~!. Im Allgemeinen be-
stimmt diese Zahl, was 'rasch’ bedeutet, wenn vom Einstellen des Gleichge-
wichtes die Rede ist. Beispielsweise betriagt die Temperaturleitfadhigkeit von
Aluminium bei Zimmertemperatur £ = 0.9 x 10~* m?s~!. Demnach ist die
Zeitkonstante fiir unseren Kubikmillimeter gerade (1 mm)?/x ~ 1072 s. Be-
achten Sie, dass diese sog. Relaxationszeit quadratisch mit der linearen Ab-
messung des Systems zunimmt. Bei einem Kubikzentimeter Aluminium muss
man schon mit etwa einer Sekunde rechnen.

21 siehe den Abschnitt Wiérmeleitung
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Wenn man die dufleren Parameter eines Systems und die Umgebungstempe-
ratur so langsam veréndert, dass das System immer nahe bei seinem Gleich-
gewichtszustand bleibt, dann spricht man von einem reversiblen Prozess:

Wt ~ G(Tu At) . (455)

Macht man dann die Anderungen genau so behutsam riickgiingig, dann ge-
langt man wieder zum alten Ausgangszustand, daher die Bezeichnung 'rever-
sibel’, umkehrbar.

Der Begriff eines reversiblen Prozesses beschreibt eine Idealisierung. Man
muss den Ubergang vom Zustand G; zum Zustand G5 immer langsamer
durchfiihren, und der Grenzwert, dass man sich beliebig viel Zeit ldsst, ist
dann wirklich reversibel. Je kleiner das betrachtete System, umso eher ver-
laufen die Prozesse reversibel. Je langsamer der Prozess gefithrt wird, umso
besser ist er reversibel.

Wir werden im folgenden eine kleine Zeit d¢ betrachten und von der Tempe-
raturdnderung 67 = T, 6t reden. Dahinter steckt, dass alle Beziehungen auch
dann gelten, wenn 0t formal negativ ist. Schliellich reden wir in diesem und
in fast allen folgenden Abschnitten von reversiblen Prozessen.

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik, 6U = §Q + §A gilt fiir reversible
und irreversible Prozesse. Bei reversiblen Prozessen darf man aber

5Q = T35S (4.56)

schreiben. Die Entropie S ist immer eine Zustandsgrofie, die Temperatur T ist
wenigstens fiir Gleichgewichtszustiinde wohl definiert. Die Anderung 6Q der
inneren Energie U durch Erwirmung dagegen ist nicht die Differenz einer Zu-
standsgrofle "Wirme’. Wie wir das schon frither erértert haben, kann man die
innere Energie eines System nicht in Arbeit und Warme aufteilen. Gleichung
(4.56) verkniipft nun aber die Wirme 6@ mit Zustandsgroéfien.

Diese allgemeinen Uberlegungen erlauben erstaunlich weit reichende Schliisse.
Als Beispiel wollen wir die Uberlegung Carnots?? zu Wirmekraftmaschinen
vorstellen.

Man betrachtet eine zyklisch arbeitende Maschine. In einem Zyklus flie3t in
die Maschine die Wirme AQ1, und zwar aus einem Wéarmereservoir der Tem-
peratur T7. Die Maschine gibt an die Umgebung die Abwéirme AQ)- ab, in ein
Waérmereservoir der Temperatur T5. Auflerdem, und dafiir ist die Maschine
da, leistet sie pro Zyklus die Arbeit AA.

Die Maschine arbeitet zyklisch, deswegen ist die innere Energie nach einem
Zyklus unveréndert. Das bedeutet

AQ, = AQs + AA. (4.57)

22 Nicolas Léonard Sadi Carnot, 1796 - 1832, franzdsischer Physiker
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Nach einem Zyklus hat auch die Entropie denselben Wert.

Nun nehmen wir auch noch an, dass die Maschine reversibel arbeitet, also
sehr, sehr langsam. Dann fliefit in die Maschine die Entropie AS; = AQ1 /71,
und aus der Maschine die Entropie ASy = AQ2/T5, und das heift

AQr  AQ»
= . 4.58
711 T2 ( )
Fiir den Wirkungsgrad n der Maschine ergibt sich damit
AA T,
- —1—- == 4.59
=20, T (4.59)

Schnell und damit nicht reversibel laufende Maschinen haben einen kleineren
Wirkungsgrad. Aus

AQ1  AQ:

= A =
0 S T, T

+AS* (4.60)

folgt, weil die pro Zyklus produzierte Entropie AS* nicht negativ sein darf,
die Ungleichung
T

<1l-——=. 4.61

sl (4.61)

Damit die Maschine iiberhaupt Arbeit leisten kann, muss das Reservoir fiir die

Abwiérme kélter sein, Ty < T7. Das wichtigste an einer Warmekraftmaschine
ist die Kiihlung!

Eine normale Dampfmaschine braucht einen Kessel, in dem Wasserdampf bei
hoher Temperatur 77 (und damit hohem Druck) erzeugt wird, und einen Kon-
densator mit Temperatur 75, in dem der entspannte Dampf zu Wasser kon-
densiert. Dieses Wasser muss man dann wieder in den Kessel einspeisen. Wenn
solch eine Maschine sehr langsam lduft, kann man dem Carnot-Wirkungsgrad
(4.59) recht nahe kommen.

Ein moderner Verbrennungsmotor ist nicht so einfach zu beschreiben. Er ist
einmal ein offenes System, bei dem nicht nur Energie, sondern auch Stoff
durchgesetzt wird. Aulerdem gibt es nicht nur zwei verschiedene Temperatu-
ren 77 und T5. Und drittens lduft der Motor so schnell, dass von 'reversibel’
nicht die Rede sein kann. Zur Beschreibung miissen modernere Methoden her-
angezogen werden.

Carnots Uberlegungen zur Wirmekraftmaschine sind trotzdem von grundséitz-
licher Bedeutung. Er wollte ndmlich Wasser durch ein anderes Betriebsmittel
(z. B. den leichter fliichtigen Alkohol) ersetzen. Wie wir heute mit geschérften
Begriffen ganz leicht einsehen kénnen, ist der Wirkungsgrad grundsétzlich
beschrénkt. Wie raffiniert auch immer man die Maschine baut, an (4.61) geht
kein Weg vorbei.
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AQy

AQ:

15

Abb. 4.1. Schema einer Warmekraftmaschine. Pro Zyklus flieft die Warme
AQ1 bei hoher Temperatur T3 in die Maschine, die Abwirme AQ2 bei niedriger
Temperatur T> aus der Maschine. Die Differenz ist die geleistete Arbeit AA.

Wir haben die Thermodynamik als Quantenmechanik grofler Systeme ein-
gefiihrt, als statistische Thermodynamik. Schliisselbegriff ist der gemischte
Zustand. Die phanomenologische Thermodynamik versucht, aus einfachen em-
pirischen Feststellungen moglichst viele allgemeingiiltige Folgerungen abzulei-
ten.

Dabei geht man vom ersten Hauptsatz aus: der Energieinhalt eines Systems
kann sich dndern, weil Warme zu- oder abgefiihrt wird und weil am System
Arbeit geleistet wird oder weil das System Arbeit leistet.

Haben zwei Systeme Kontakt, dann fliefit Wérme vom System mit der hoheren
Temperatur zum System mit der niedrigeren Temperatur. Zwei Systeme sind
im Gleichgewicht, wenn keine Wirme flieft. Damit hat man erst einmal nur
eine topologische Temperaturskala, die nur grofler, gleich oder kleiner kennt.

Den zweiten Hauptsatz formuliert man in der phdnomenologischen Thermo-
dynamik wie folgt:

Es ist unmoglich, eine Warmekraftmaschine zu bauen, deren alleinige Wirkung
auf die Umgebung in der Abkiihlung eines Wirmereservoirs besteht.

Man kann den Ozean nicht einfach abkiihlen und dabei Strom erzeugen. Eine
Wiérmekraftmaschine ohne Abwéirme AQ2 kann es nicht geben. Es ist sinn-
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los, nach einem ’perpetuum mobile’ der zweiten Art zu suchen, nach einer
Maschine, die ewig lduft, indem sie ein unendliches Wérmereservoir anzapft.
Damit wiirde man den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik aushebeln.
Ohne Temperaturdifferenz keine Arbeit!

FEin ’perpetuum mobile’ erster Art ist ein noch kiihnerer Versuch, die Ener-
giekrise zu meistern: eine Maschine, die Arbeit leistet, ohne die Umwelt zu
verdindern. Damit wére sogar der erste Hauptsatz verletzt.

In der ph#nomenologischen Thermodynamik wird (4.59) herangezogen, um
iiber den maximal moglichen Wirkungsgrad das Verhéltnis von Temperaturen
zu definieren. Damit kommt man zur absoluten Temperaturskala, die dann am
Tripelpunkt des Wassers bei 273.16 K festgemacht wird.

4.6 Wirmekapazitit und Kompressibilitit

Wenn man reversible Prozesse studieren will, geniigt es, benachbarte Gleich-
gewichtszustdnde zu betrachten. Die Ergebnisse kann man dann immer auf-
integrieren. Daher reden wir ab jetzt auch lieber von kleinen reversiblen Zu-
standsénderungen.

Um konkret zu bleiben, betrachten wir ein fluides Medium, Gas oder Fliissig-
keit, das durch N Teilchen im Volumen V' bei der Temperatur T' gekennzeich-
net wird und jederzeit im Gleichgewicht sein soll.

Wenn man einem System Wirme zufiihrt, dann wird es wirmer?. Wie-
viel Wérme @) muss man zufithren, damit die Temperatur um 67 steigt?
Diese Frage wird durch die Wirmekapazitit?* C des Systems beantwortet.
Grofle Warmekapazitidt heifit, dass sich die innere Energie, auf Grund von
Warmezufuhr, betréichtlich erh6hen kann, ohne dass die Temperatur nennens-
wert steigt.

Bei der Warmekapazitdt muss man allerdings auf die Prozessfithrung achten.
Einmal ist das Gas in einem festen Volumen eingesperrt, manchmal wird auch
der Druck des Systems eingeregelt.

Wenn das Volumen konstant bleibt, redet man von isochor?®.

Die isochore Warmekapazitét ist also durch

0Q

C\/Zﬁ

(4.62)
sV=0

definiert. Weil es sich um kleine reversible Zustandsdnderungen handelt,
diirfen wir §QQ = TS verwenden. Die Entropie wiederum ist die Ableitung

23 Beachten Sie, dass ’Energiezufuhr durch Wéarme’ und *Temperaturerhéhung’ um-
gangssprachlich nicht unterschieden werden!

24 Wirmefassungsvermogen, eine Bezeichnung, die zu Missverstéindnissen einlidt.

25 grch. too: gleich; greh. x&pa: Raum, Platz
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der freien Energie, und zwar bei konstant gehaltenem Volumen, wie es sein
soll. Deswegen schlieflen wir sofort

P

Oy =-T%m.

(4.63)
Die freie Energie wird mit den Methoden der statistischen Thermodynamik
berechnet. Sie ist ein thermodynamisches Potential, weil sie—als Funktion
der natiirlichen Variablen 7" und V—die Berechnung anderer interessierender
Eigenschaften zulésst.

Ebenso berechnen wir die isotherme?® Kompressibilitiat. Welche relative Vo-
lumenverkleinerung erleidet das System, wenn bei konstant gehaltener Tem-
peratur der Druck erhcht wird?

1 6V
Kr = —% — (4.64)
V'op lsr—o
beantwortet diese Frage.

Mit OF/0V = —p erhélt man
1 0*F

=V —. 4.
o 14 572 (4.65)

Nicht mehr ganz so glatt geht es, wenn wir nach der isobaren?” Wirmekapa-
zitdt fragen, nach

0Q
C = == . (4.66)
P oT dp=0
Nun, einmal gilt
9°F O’F
08 =——=0T — ——— oV 4.67
012 oTov ( )
fiir die Anderung der Entropie, zugleich aber auch
O*F O°F
op = — oT — oV 4.68
P = "arav EYE (4.68)

fiir die Anderung des Druckes.

26 grch. ¥épun: Wirme (hier im Sinne von Temperatur)
27 grch. Bdpos: Schwere, Gewicht (hier Druck)
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Der letztere Ausdruck soll verschwinden, und damit erhélt man
92F \°

6T8V) _ 0*F
0*F oT?
ov?

C,=T (

(4.69)

fiir die isobare Warmekapazitét.

C)p ist stets groBer als Cy, weil die isotherme Kompressibilitdt x7 niemals
negativ sein kann.

Uberhaupt machen unsere Ergebnisse nur dann einen Sinn, wenn die Funktion
T — F(T,V) immer konkav und wenn V' — F(T,V) immer konvex ist.

Dass die zweifache partielle Ableitung der freien Energie nach der Temperatur
stets negativ ausfillt, kann man unmittelbar zeigen.

Das Temperaturgleichgewicht stellt sich im Allgemeinen sehr viel langsa-
mer ein als das Druckgleichgewicht. Deswegen hat man es oft mit Zu-
standsdnderungen zu tun, die einerseits reversibel verlaufen, bei denen aber
praktisch keine Wérme ins System fliefit. Prozesse mit 6@ = 0 heiflen adia-
batisch?®. Sie sind zugleich isentropisch, wie wir wegen §@Q = T35 schliefien.
Die adiabatische Kompressibilitéit ist durch

1 o0V
g = —— 4.70
V' 0p [55-0 410
definiert.
Nun muss man (4.67) gleich Null setzen, so dass sich
9°F
1 0’F (amv)
— =V - 4.71
RS 8V2 82F ( )
o1?

ergibt. Die adiabatische Kompressibilitat ist also stets kleiner als die isother-
me.

Auch andere Funktionen als die freie Energie sind als thermodynamische Po-
tential brauchbar:

28 grch. adidBaros: unpassierbar
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Name Symbol | Definition | Variable | partielle Ableitungen
freie Energie F (T, V) dF = —SdT — pdV
innere Energie U U=F+TS| (5V) dU =TdS — pdV
Gibbs-Potential G G=F+pV | (T,p) dG = —=SdT + Vdp
Enthalpie H H=U+pV | (S,p) dH =TdS + Vdp

Die Enthalpie®? ist bei strémenden Gasen sehr brauchbar. Das Gibbs-Potential
(nicht mit dem gleich bezeichneten Gibbs-Zustand zu verwechseln) wird auch
gelegentlich als freie Enthalpie bezeichnet.

Beispielsweise lédsst sich die isotherme Kompressibilitat als

1 902G
_ = 4.72
KT V o (4.72)
ausdriicken und die adiabatische als
1 02H
—_ = . 4.
RS % apQ ( 73)

Man muss sich aber klarmachen, dass blofles Umrechnen keine neuen Erkennt-
nisse bringen kann!

Der Ubergang von der freien Energie zum Gibbs-Potential, eine so genannte
Legendre-Transformation®’, kann {ibrigens auch als

G(T,p) = iI‘}f {F(T,V)+pV} (4.74)

geschrieben werden, wie man sich leicht klar macht. Damit ist p — G(T, p)
automatisch konkav. Schliellich ist das Infimum iiber eine Familie konkaver
Funktionen konkav, und die lineare Abbildung ist konkav (und konvex zu-
gleich).

Umgedreht kann man gemaf

F(T,V) = Sup {G(T,p) —pV} (4.75)

zuriickrechnen. Diese freie Energie ist dann mit Sicherheit im Volumen konvex.

4.7 Ideales Gas

Wir betrachten zuerst einmal ein einziges Teilchen, das sich nur in einem
endlichen Bereich der Lange L aufhalten darf. Das ldsst sich folgendermafien
nachbilden.

29 grch. YdAros: Wirme, Hitze, Glut
30 Adrien-Marie Legendre, 1752 - 1833, franzdsischer Mathematiker
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Ein Potential

Vo bei > L/2
Vi) = V0 Pt lel> L (4.76)
0 bei |z]<L/2

mit Vy — oo bestraft das Teilchen mit einer sehr hohen Energie, wenn es sich
im AuBenraum aufhalten will. Die Wellenfunktion wird also im Auflenraum
|z| > L/2 verschwinden, und das ist zu den Randbedingungen

B(—L/2) = ¥(L/2) = 0 (4.77)
gleichwertig. Mit diesen Randbedingungen ist
n? d?
H=—-——-— 4.7
2m da?’ (4.78)

die kinetische Energie, ein selbstadjungierter Operator.

Man kann die Einschrinkung auf einen endlichen Bereich auch anders formu-
lieren. Wir postulieren periodische Randbedingungen,

W(=L/2) = $(L/2). (4.79)

Man hat es also nicht mit einer Strecke der Lénge L zu tun, sondern mit
einem Ring. Je groBer die Abmessung (wir haben immer L — oo im Kopf),
umso geringer ist der Unterschied zwischen beiden Formulierungen. Die zweite
hat den Vorteil, dass die Translationsinvarianz nicht verletzt und damit der
unbeschrédnkte Raum besser imitiert wird.

Auch mit periodischen Randbedingungen ist (4.78) ein selbstadjungierter
Operator.

Seine Eigenfunktionen sind

1 m2miz/L
Xn (1) = VL €

dazu gehoren die Energie-Eigenwerte

fir n=...,-1,0,1,..., (4.80)

2 2mh
E, = 5—; mit py, :n%. (4.81)

Wenn wir die freie Energie haben wollen, miissen wir zuerst
_ _ o2/ 72
Z=tre H/keT _ Z e En/keT _ Z e /L (4.82)

ausrechnen, mit o = 272h?/mkpT. Bei geniigend groBem L verindert sich
der Summand so schwach mit n, dass
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272
Z:/dne an”/L :L\/j (4.83)

eine gute Niherung ist. Die sog. Zustandssumme (4.82) hat also den Wert

1/2
Z=1 {kaT} . (4.84)

2mh?

Wir beriicksichtigen nun alle drei Raumrichtungen. Das Teilchen wird in einen
Quader mit Volumen V = L;LsL3 eingesperrt. Als Zustandssumme ergibt
sich nun

mkpT Y >/?
Z:V{ 27r22 } : (4.85)

Nun betrachten wir viele Teilchen. Diese N Teilchen sollen den Quader mit
Volumen V so diinn besiedeln, dass ihre mittlere Entfernung viel grofler ist als
der Einzugsbereich der Wechselwirkung. Wir miissen dann nur die kinetische
Energie der Teilchen beriicksichtigen.

Die Zustandssumme ist dann offensichtlich der Ausdruck (4.85) zur N-ten
Potenz. Das ist richtig, wenn alle Teilchen unterscheidbar waren. Wir nehmen
aber ein Gas aus identischen Teilchen an, etwa He-Atomen. N identische Teil-
chen an verschiedenen Orten kann man gerade N! oft permutieren, ohne dass
dabei ein neuer Zustand entsteht.

Deswegen schreiben wir

1 7 3N/2
Z vy {ka } (4.86)

- N 2mh?

fiir die Zustandssumme N identischer Teilchen im Volumen V bei der Tem-
peratur 7.

Fiir die freie Energie berechnet man damit

4 { mbp T }3/2 (4.87)

F(T.V)=—keTZ = —NkaTln 3 ¢ 5 25

In die Herleitung sind mehrere Néherungen eingeflossen.

Wir haben einmal in (4.83) die Summe iiber n durch ein Integral tiber n
gendhert:

;ﬂn%f) ~ / an 20 = 1 / 2 f). (4.88)

Wenn die Lénge L hinreichend grof8 ist und wenn die Funktion, iiber die
summiert werden soll, von der Quantenzahlen n nur schwach abhéngt, dann
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darf man integrieren. Schliefllich kann man die linke Seite der Gleichung (4.88)
als eine Niaherung an das Integral auffassen, die mit wachsendem L immer
besser wird.

Die Tatsache, dass die Teilchen ununterscheidbar sein sollen, wie bei einem
Helium-Gas, haben wir durch den Faktor 1/N! beriicksichtigt. Das kann
aber nur eine Niherung sein, denn man macht dabei zwischen Fermionen
(halbzahliger Spin) und Bosonen (ganzzahliger Spin) keinen Unterschied.
Es ldsst sich jedoch zeigen, dass mit fallendem Druck der Unterschied zwi-
schen Fermi-Statistik und Bose-Statistik3! verschwindet. Man spricht dann
von Boltzmann-Statistik.

Die dritte Néherung In N! &~ N In N ist am einfachsten zu rechtfertigen. Wir
wollen ein Gas bei vorgegebener Teilchendichte n = N/V behandeln. Mit
V — oo wird dann auch N = nV beliebig grofi.

Die Grofle

| 2wh?
A= 4.

wird gelegentlich als thermische Wellenléinge eines Teilchens bezeichnet. Sie
ist ein Maf fiir die durch die Heisenbergsche Unschérferelation erzwungene
Ortsunschérfe.

Unsere Naherungen sind erlaubt, solange

V
3

s 4.
A< ~ (4.90)

ausfallt. Dabei sollte man den Term auf der rechten Seite als das Privatvolu-
men eines Teilchens auffassen.

Bei zweiatomigen Molekiilen muss man noch den Drehfreiheitsgrad und die
Molekiilschwingungen beriicksichtigen. Die freie Energie ist dann

-Fid = Ftr+Frot+Fvib~ (491)
Der translatorische Anteil ist durch (4.87) gegeben.
Fiir die freie Rotationsenergie berechnet man

T
Frot = NkpTln —— (4.92)

rot

mit einer fiir das Molekiil charakteristischen Temperatur T;.;. Das wird im
Anhang zum Abschnitt Dampfdruck tiber Fis begriindet.

Den Schwingungsanteil haben wir schon im Abschnitt Freie Energie ausge-
rechnet:

31 Satyendra Nath Bose, 1894 - 1974, indischer Physiker
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Fup, = NkgT'In (1 _ oL/ T) . (4.93)

Dabei ist die fiir die Molekiilschwingungen typische Temperatur durch
kgTyip = hw (4.94)

erklart.

(4.91) beschreibt die freie Energie eines idealen Gases aus zweiatomigen Mo-
lekiilen.

Nur in Fi, kommt das Volumen V vor. Wir berechnen den Druck als

N
= —kgT. 4.95
p=kp (4.95)
Bei iiblichen Temperaturen spielen die Schwingungsfreiheitsgrade keine Rolle.
Damit ergibt sich fiir ein ideales Gas aus zweiatomigen Molekiilen

5
Cv = 5 Nkg (4.96)

als isochore Warmekapazitat.

4.8 Adiabatengleichung

Im Abschnitt Ideales Gas wurde das ideale Gas nach den Regeln der statisti-
schen Thermodynamik behandelt. Endpunkt der Rechnung ist ein Ausdruck
fiir die freie Energie, aus dem sich dann experimentell iiberpriifbare Aussagen
herleiten lassen. Wir wollen jetzt vom Standpunkt der phdnomenologischen
Thermodynamik argumentieren. Man nimmt einige empirische Beziehungen
zwischen Messgroflen zur Kenntnis, und leitet daraus, unter Riickgriff auf
allgemeine Zusammenhénge, andere experimentell iiberpriifbare Vorhersagen
ab.

Wir behandeln ein Gas aus zweiatomigen Molekiilen, etwa Stickstoff, oder
Sauerstoff oder ein Gemisch daraus, etwa Luft. Wir beziehen uns immer auf
die Stoffmenge Mol, das sind Na = 6.023 x 10?3 Teilchen. N heifit Avogadro-
Zahl32. Sie wird 6fters auch als Loschmidt-Zahl®3 bezeichnet. R = Nakp =
8.315 JK~'mol ! ist die universelle Gaskonstante.

Wie wir schon wissen, ist der Druck p durch

nRT
V
32 Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro, 1776 - 1856, italienischer Chemiker

und Physiker
33 Johann Josef Loschmidt, 1821 - 1895, sterreichischer Chemiker und Physiker

. (4.97)
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gegeben. Dabei ist T' die Temperatur des Gases, das im Volumen V eingesperrt
ist. n, der Molenbruch, gibt an, wieviele Mol Gas vorhanden sind>*.

Fiir die isochore Warmekapazitéit Cy rechnet man

CV = gnR (4.98)

aus.
Wir stellen uns jetzt auf den Standpunkt, diese beiden Gleichungen, die ther-
mische und die kalorische Zustandsgleichung, seien empirisch bestimmt. Was
kann man weiter damit anfangen?

Nun, zuerst einmal berechnen wir die freie Energie. Wir integrieren zweifach
von einem Referenzpunkt (7o, Vo) zum Punkt (T, Vp). Dabei wird

OF 05 1
T —S und T TC (4.99)

verwendet. Das ergibt

T
S(T,Vy) = So + nRT In T (4.100)
0
und damit
5 T
F(T.Vy) = Fy = So(T = Ty) = 5nRTIn . (4.101)
0

Fy = F(Ty, Vo) und Sy = S(To, Vp) sind unerhebliche Integrationskonstanten.
Nun ist noch von (7', Vp) bis (T, V') zu integrieren, mit

OF
=D, (4.102)

und das ergibt dann

F(T,V)=Fy—Sy(T —Tp) — nRT In T nRT In K (4.103)
To Vo
Luft ist ein sehr schlechter Wirmeleiter. Wihrend sich bei Verdnderungen
des Zustandes das Druckgleichgewicht praktisch unmittelbar einstellt, dauert
es lange, bis auch die Temperatur ausgeglichen ist. Bei schnell verlaufenden
Zustandsénderungen muss man mit §@Q = 0 rechnen, also isentropisch oder
adiabatisch.

Die Linien konstanter Entropie sind durch

T v
So + nR In — + nRIn — = const (4.104)
To Vo

34 an anderer Stelle bedeutet n die Teilchendichte
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gekennzeichnet. Zwei Zustéinde Z; und Z5 haben dieselbe Entropie, wenn

5/7 2/7
1 Va T {pl }
— = — bzw. — =< — 4.105
{Pz } Wi T D2 ( )

gilt. Das ist die Adiabatengleichung fiir ein zweiatomiges ideales Gas bei ein-
gefrorenen Schwingungsfreiheitsgraden.

Man beachte, dass diese Folgerung aus den speziellen Zustandsgleichungen
(4.97) und (4.98) experimentell iiberpriitbar sind. Damit sind dann aber auch
die fiir alle Systeme giiltigen Beziehungen (4.99) und (4.102) experimentell
iiberpriifbar.

Aus der Fiille von Effekten, die mit der Adiabentgleichung (4.105) erklért
werden konnen, greifen wir ein besonders schones Beispiel heraus.

Die Rede ist von der Druck- und Temperaturverteilung in der Atmosphiire°.

In der Atmosphire sind sowohl der Druck p = p(z) als auch die Temperatur
T = T(z) von der Hohe z iiber der Erdoberfliche abhéngig. Wenn eine be-
stimmte Luftmenge rasch von x nach x+ dx aufsteigt, dann passt sie sich dem
gednderten Druck (praktisch) sofort an. Zum Wirmeaustausch mit der Umge-
bung bleibt jedoch keine Zeit. Falls nun die Temperatur 7 der aufgestiegenen
Luftmenge iiber dem Wert T'(z + dz) liegt, dann wird die Luftmenge weiter
aufsteigen, weil sie leichter ist als die Luft in der Umgebung. Die Atmosphére
ist dann gegen Konvektion instabil.

Fiir die Temperatur der aufgestiegenen Luftmenge berechnet man mit Hilfe
der Adiabatengleichung

da) 27

P(f”f”)} , (4.106)
p(x)

T =T(x) {

und diese Temperatur ist grofler als die Umgebungstemperatur T'(xz + dx),
wenn

T/

N (4.107)

2 p’
T 7P

ausfallt.

Wenn immer unten die Temperatur stark ansteigt, dann fiihrt das zur Kon-
vektion. Das erkléirt das Flimmern iiber einer Strafie bei starker Sonnenstrah-
lung. Die dunkle Strafle absorbiert besser als die Umgebung, das fithrt zu ei-
nem starken Temperaturgradienten, damit zur Konvektionsinstabilitat. Weil
stdndig Luft aufsteigt und durch kéltere Luft ersetzt wird, die von den Seiten
her einstromt, dndert sich stdndig der Druck, damit die Dichte, und damit
die Brechzahl der Luft iiber der Strale. Das wird dann als Flimmern wahrge-
nommen.

35 grch. arpés: Dampf, Dunst, Rauch
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Weil sich die Erde dreht, wechselt téglich der Rhythmus von Ein- und Ab-
strahlung. Deswegen steigen einmal Luftmassen auf, dann wieder fallen sie
zuriick, und es ist daher eine plausible Annahme, dass die Atmosphire im
Mittel labil gegen Konvektion ist, also durch

T/

2 p’
- — 4.1
T 7p (4.108)

beschrieben wird.

Wir betrachten eine kleine Luftsidule in der Hohe x mit Querschnitt A und
Hohe dz. Von unten wirkt die Kraft p(x)A, von oben p(z + dx)A + go(x) Adz.
Dabei ist g die Schwerebeschleunigung und ¢ = p(z) die Massendichte der
Luft in der Hohe z. Fiir den Druck muss also

-p' = g0 (4.109)

gelten. Das ist die Gleichung fiir das mechanische Gleichgewicht.

Wegen der stindigen Durchmischung der Lufthiille ist die Annahme gut be-
griindet, dass die Zusammensetzung (im Wesentlichen aus Stickstoff und Sau-
erstoff) von der Hohe unabhiingig ist. Deswegen ist der Druck nicht nur pro-
portional zur Teilchendichte, sondern auch zur Massendichte, und natiirlich
zur Temperatur. Das driicken wir durch die Beziehung

p_oT
—=—=— 4.110
po 0o To ( )
aus.
(4.109) mit (4.110) ergibt —p’  p/T, also
_p'_geTol 7T’ (4.111)
P po T 27T ’
Man sieht sofort, dass die Temperatur linear mit der Hohe abfillt:
T:To{l—%}. (4.112)
Nach diesem groben Modell fiir die Atmosphére ist in der Hohe
7 po
h=-— =~30km 4.113
2 goo ( )
die Temperatur 7' = 0 erreicht.
Auch der Druck
x 7/2
p:po{l—ﬁ} (4.114)
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ist in der Hohe h auf Null abgefallen. Man beachte, dass knapp iiber dem
Erdboden auch der Druck linear mit der Hohe sinkt.

Wenn man bei etwa 25 °C in ein Flugzeug steigt und in 10000 m Hohe fliegt, ist
nach unserem Modell mit der Aulentemperatur -70 °C zu rechnen. Der Druck
ist dann auf etwa 0.25 bar abgefallen. Da drauflen ist es wirklich ungemiitlich!

Oberhalb von etwa 15 km versagt das Modell der konvektionslabilen Atmo-
sphére, weil aus verschiedenen Griinden eine Durchmischung durch Konvek-
tion nicht mehr stattfindet und die Temperatur wieder ansteigt. Das Gebiet
mit Konvektionslabilitit wird auch als Troposphiire3® bezeichnet, weil sich
hier das Wettergeschehen abspielt.

4.9 Van der Waals-Modell

Van der Waals®” hat 1881 die folgende Zustandsgleichung vorgeschlagen:

N2
(p+ aW)(v —bN) = NkgT. (4.115)
Fir V. — oo geht (4.115) in die thermische Zustandsgleichung des idealen

Gases iiber. Eine Entwicklung des Druckes (Virialentwicklung) nach der Teil-
chendichte n = N/V,

p=kpT {n+bo(T)n* +bs(T)n*+ ...}, (4.116)

ergibt einen verniinftigen Ausdruck fiir den zweiten Virialkoeffizenten bo(T').

Bei V' — Nb wir der Druck unendlich grof, und das soll die Tatsache wider-
spiegeln, dass eine Fliissigkeit nur mit extrem grofien Druck zusammenzupres-
sen ist.

Fiir die Abhéngigkeit der freien Energie vom Volumen folgt

1% N?
F(T.V) = Fo(T) = NksT (55 —1) = a7 (4.117)

In Fy(T) stecken die vom Volumen unabhéngigen Beitriige.

Der Logarithmusteil stellt eine im Volumen konvexe Funktion dar, der letzte
Term ist konkav. Wenn die Temperatur klein genug ist, wird der aN?/V
iiberwiegen, und die freie Energie wire nicht im Volumen konvex, wie es sein
muss. Negative isotherme Kompressibilitdt darf es nicht geben. Kein Wunder:
schlieBlich ist die van der Waals-Zustandsgleichung nicht das Ergebnis einer
handfesten statistischen Rechnung. Das van der Waals-Modell kann also nicht
in der gesamten 7T, V-Ebene richtig sein.

36 grch. mpom: Wendung, Wechsel
37 Johannes Diderik van der Waals, 1837 - 1923, niederléindischer Physiker
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Wir miissen statt (4.117) die konvexe Hiille £V nehmen. Transformiert man
nidmlich zum Gibbs-Potential G = G(T,p) und zuriick zur freien Energie,
dann ergibt sich automatisch die konvexe Hiille an die urspriingliche Funk-
tion. Das haben wir schon am Ende des Abschnittes Wirmekapazitit und
Kompressibilitdt diskutiert.

Aus der van der Waals-Zustandsgleichung ergibt sich der Ausdruck

1 NVkgT  2aN?
SN VR (4.118)

fir die isotherme Kompressibilitdt. Nur der Bereich V' > Nb ist zulédssig, wie
oben bereits erwdhnt. Die isotherme Kompressibilitdt xr wird negativ, wenn
die rechte Seite Nullstellen hat. Zu untersuchen ist also, ob

2a (x—1)?

. |4

im Bereich z > 1 Losungen hat.
Nun, die Funktion f(z) = (z — 1)?/23 wichst von z = 1 ab bis # = 3 und
fillt dann wieder. Der Maximalwert ist f(3) = 4/27. Das heifit: wenn die
Temperatur den Wert
8 a
Ty = — 4.120
27 kb ( )
iibersteigt, dann hat (4.119) keine Losung, und die isotherme Kompressibilitét
ist stets positiv.

Im Falle T' = T¢, wird die isotherme Kompressibilitit genau bei
Ve = 3Nb (4.121)

singulér. Zur kritischen Temperatur T, und zum kritischen Volumen V,,
gehort der kritische Druck

1 a

Per

Wenn die Temperatur kleiner ist als T, dann hat (4.119) zwei Losungen,
und es gibt einen Bereich mit negativer isothermer Kompressibilitdt, der
iiberbriickt werden muss.

Wir haben in Abbildung 4.2 eine Waagerechte, also eine Linie konstanten
Druckes eingezeichnet, und zwar so, dass die Fliachen iiber und unter der
teilweise falschen van der Waals-Isotherme gleich sind. Der Grund dafiir ist
folgender.

Wie wir wissen, ist die freie Energie (4.117) im Falle T < T, nicht mehr
konvex und soll durch die konvexe Hiille ersetzt werden. Es gibt also eine
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1.5 F

p/pcr

0.5 F

05 1.0 15 20 25 30
V/Ver

Abb. 4.2. Aufgetragen iiber V/V,, ist das Verhéltnis p/pe, fiir drei Isother-
men. Im Falle T'/T¢, > 1 (hier 1.1) ist der Druck eine iiberall fallende Funktion
des Volumens. Bei T'/Tc; < 1 (hier 0.9) gibt es ein Gebiet mit negativer Kom-
pressibilitdt. Die wirkliche Isotherme hat ein Koexistenzgebiet (zwischen f und
g) mit konstantem Druck.

Gerade, die sich bei V¢ und bei V, anschmiegt. Die Steigung dieser Geraden
soll —p sein. Wir schlieflen

V

FV) - PV == [ 7 avp(r.v) = ~(v, - Vi), (4.123)

Vi

Dabei ist p(T,V) der Druck, wie er in der van der Waals-Gleichung steht
(in der Zeichnung 4.2 punktiert eingezeichnet). Die beiden Volumenwerte V¢
bzw. V sind links bzw. rechts durch gestrichelte Linien markiert. Die Waage-
rechte entspricht dem Druck p.

Wir wollen das Gas isotherm bei unterkritischer Temperatur zusammenpres-
sen. Oberhalb von Vj ist alles normal: das Volumen sinkt, der Druck wéchst.
Nun kommt man an den Kondensationspunkt V' = V,. Wenn man weiter das
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Volumen verkleinert, dann wichst der Druck nicht mehr. Vielmehr stellt sich
eine Mischung aus fliissiger Phase (linke Marke) und gasférmiger Phase (rech-
te Marke) ein. Die Menge an Gas nimmt ab, die Menge an Fliissigkeit zu.
Schliellich ist das gesamte Gas kondensiert, und man ist bei V; angelangt.
Will man nun weiter das Volumen verkleinern, dann wird das sehr schwierig,
weil der Druck sehr stark anwéchst. Genau das zeichnet die Fliissigkeit vor
dem Gas aus: kleines Volumen, niedrige Kompressibilitdt. Das erklért, warum
wir die beiden Endpunkte der iiberbriickenden Geraden mit f (fliissig) und g
(gasformig) bezeichnet haben.

Wir haben soeben den Ubergang von der gasformigen in die fliissige Phase
beschrieben. Nur unterhalb einer kritischen Temperatur ist das moglich. Die
kritische Temperatur fiir Wasser beispielsweise betrigt 1., = 374.15 °C. Dazu
gehort der kritische Druck von p., = 221.3 bar und eine Massendichte von
0.315 gem 3.

Verfolgt man die (echte) Isotherme fiir Wasser bei 100 °C, dann ist das Ko-
existenzgebiet von Wasserdampf und Wasser durch den Druck p = 1.013 bar
gekennzeichnet. Das spezifische Volumen reicht von 1.04 cm®g~! (Wasser) bis
1690 cm3g~! (Wasserdampf).

4.10 Hohlraumstrahlung

Wir betrachten ein leeres Gefafi mit Volumen V', dessen Wénde die Tempera-
tur 7" haben. In solche einem Hohlraum gibt es elektromagnetische Strahlung,
die man deswegen als Hohlraumstrahlung bezeichnet. Die Wande kénnen, weil
sie warm sind, elektromagnetische Strahlung erzeugen. Sie kénnen aber auch
elektromagnetische Strahlung absorbieren. Wir wissen, dass das quantenhaft
geschieht: zur Kreisfrequenz w gehort die Energie fw.

Wir betrachten zuerst einmal eine ebene Welle mit Wellenvektor k. Dazu
gehort die Kreisfrequenz w = c|k|, mit ¢ als Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.
AuBlerdem kann die Welle linkshéindig (o0 = L) oder rechtshéindig (¢ = R)
polarisiert sein. Wir bezeichnen das als Mode38.

N(o, k) ist die Anzahl der Photonen einer Mode mit Polarisation P und Wel-
lenvektor k. Photonen sind Bosonen, daher ist jeder Operator N(o,k) ein
Zahl-Operator, hat also 0,1,2...als Eigenwerte. Damit konnen wir fiir die
Energie der Hohlraum-Strahlung den Operator

H= Y hwk)N(o,k) (4.124)

okikoks

anschreiben. Die Operatoren N (o, k) vertauschen miteinander. Deswegen ist
die freie Energie die Summe der freien Energien der einzelnen Moden. Fiir die
Mode mit Wellenvektor k und Polarisation o berechnen wir

38 lat. modus: Art und Weise (vorhanden zu sein, sich auszubreiten)
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F(o,k) = —kpTln i ¢ ~Mw(k)/kpT (4.125)

n=0

n=0,1,2... durchliuft die Eigenwerte des Zahl-Operators N (o, k). Die Sum-
manden sind Ausdriicke der Art 2™, mit 0 < x < 1. Daher konvergiert diese
geometrische Reihe immer.

Die freie Energie des Photonengases ist also
F:2kBTZIn{1— e_h‘*’(’“)/’“BT}. (4.126)
k

Der Faktor 2 berticksichtigt die Summe iiber die beiden Polarisationen.

Wir kniipfen nun an die Erorterungen im Abschnitt Ideales Gas an. Bei hin-
reichend groffem Volumen V kann die Summe {iber die Wellenvektoren ersetzt
werden durch ein Integral, hier also

F:2kBTV/(;l:;3 ln{l— fhw(k)/kBT} . (4.127)

Weil der Integrand nur von |k| = w/c abhingt, konnen wir (4.127) in

kpT [ dww? _
F— ks WO n i = e w/keT (4.128)
2 ),
umschreiben.

Das ergibt die innere Energie

_K  dww? hw
N 71—2 0 03 ehw/kBZ _

U . (4.129)
1
Der Logarithmus in (4.128) ldsst sich iibrigens wegschaffen, wenn man partiell
integriert:

Vo[ dww? hw
= —— . 4.1
v Tt (1130)
Mit 2 = hw/kgT und
e} 1‘3 7T.4
dr = — 4.131
/0 ew —1 15 ( )

berechnen wir

U=oVT* (4.132)
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2 1.4
T kp
= — =" 4.133
7= 15 B33 (4.133)
Die Energie der Hohlraumstrahlung ist zum Volumen V proportional.

Die Energiedichte v wichst mit der vierten Potenz der Temperatur. Das hat
Stefan®® 1879 experimentell herausgefunden. 1884 konnte Boltzmann diesen
Sachverhalt auch theoretisch begriinden, aber anders als hier. Nur (4.132) war
bekannt, nicht aber der Wert fiir die Proportionalitétskonstante o. (4.132)
wird heute als Stefan-Boltzmann-Gesetz bezeichnet.

Die Strahlung im Hohlraum, und auch die aus dem Hohlraum austretende
Strahlung, ist tiber die Kreisfrequenzen verteilt wie

3

. w
u = /dl(w) mit dI(w) x dw W. (4.134)
Diese Formel fiir die spektrale Intensitdt hat Planck 1900 verdffentlicht.
Bei hwmax = 2.82 kT hat die spektrale Intensitéit ihr Maximum.

Der Befund
Wiax X T’ (4.135)

heifft Wiensches*® Verschiebungsgesetz (1893).
Im langwelligen Teil des Spektrums gilt

dI(w) o dw w?, (4.136)

so das Strahlungsgesetz von Rayleigh und Jeans*! (1900).

Im kurzwelligen Bereich nimmt die Intensitéit wie

—2.82w /Wimax

dl(w) < dww? e (4.137)

ab, sagt das Wiensche Strahlungsgesetz (1896).

Max Planck hat urspriinglich durch Probieren eine einfache Funktion gefun-
den, die zu allen diesen Befunden (Stefan-Boltzmann-Gesetz, Wiensches Ver-
schiebungsgesetz, Strahlungsgesetze von Wien und Raleigh*2-Jeans) passt.

Er hat dann aber auch eine theoretische Begriindung versucht. Dabei wurde
die Energie in der Strahlungsmode mit Frequenz f als hf diskretisiert, und
zwar im Sinne der Numerik, so dass am Ende der Grenzwert b — 0 zu nehmen

39 Josef Stefan, 1835 - 1893, osterreichischer Physiker

40 Wilhelm Wien, 1864 - 1928, deutscher Physiker

41 James Hopwood Jeans, 1877 - 1946, britischer Physiker und Astronom
42 John William Strutt, Lord Rayleigh, 1842 - 1919, britischer Physiker
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ist. Planck war verbliifft, dass ein endlicher Wert fiir h = 27h die richtige
Formel liefert.

Noch mehr erschiittert hat ihn aber, dass die statistische Betrachtungsweise
von Ludwig Boltzmann das damals letzte Rétsel der Natur gelost hat, die
Spektralverteilung der Hohlraumstrahlung. Planck war bis dahin der Mei-
nung, dass die Lehre vom Gleichgewicht, eben die Thermodynamik, die Basis
der anderen physikalischen Disziplinen sei. Etwa der Mechanik, wo die Kréfte
auf einen Korper im Gleichgewicht stehen, usw. Boltzmann dagegen ging da-
von aus, dass die Materie aus Teilchen besteht, aus kleinen Massen, eben
Molekiilen. Diese bewegen sich nach den Regeln der Mechanik. Wenn es sehr
viele davon gibt, muss man die Wahrscheinlichkeitsrechnung heranziehen. Die-
se Sichtweise hat sich durchgesetzt, und es war ausgerechnet Boltzmanns wis-
senschaftlicher Gegner, namlich Max Planck, der der statistischen Sichtweise
zum Durchbruch verholfen hat!

Dass elektromagnetische Wellen nicht beliebige Amplituden haben konnen,
sondern die Energie ein ganzzahliges Vielfaches von hf = hw sein muss,
wurde erst spéter aufgegriffen. Der Angelpunkt der modernen Physik, das
Wirkungsquantum h = 27h, war urspriinglich nichts anderes als ein Diskreti-
sierungsparamter*3, der im Idealfall gegen Null streben soll. Das hat sich ganz
anders entwickelt als urspriinglich vorgesehen. . .

4.11 Brownsche Bewegung

Thermodynamisches Gleichgewicht heifit nicht etwa, dass alles in Ruhe ist.
Vielmehr schwanken, oder fluktuieren, die Messgroflen um ihren Gleichge-
wichtswert.

Als Beispiel fiihren wir die Energieschwankung an, die wir schon im Abschnitt
iiber Temperatur ausgerechnet haben:

d 2 2
—%Uf) =(H") - (H)", (4.138)

mit § = 1/kpT. Das kann man in
(H?) — (H)* = kgT?C), (4.139)

umformen. Dabei ist C'y die Wéarmekapazitét bei festgehaltenen dufleren Pa-
rametern. Damit steht fest, dass diese Warmekapazitit nie negativ sein darf.

Um konkreter zu werden, erértern wir weiter den Fall, dass N identische Mo-
lekiile in einem Geféfl mit Volumen V eingesperrt sind. Mit der molekularen
(auf ein Molekiile bezogenen) Warmekapazitét cy schreibt sich (4.139) als

43 in der Numerik wird das Symbol A noch so gebraucht
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SU? = (H?) — (H)? = NkpT?cy . (4.140)

Die Schwankung®* U der inneren Energie wiichst also mit der Wurzel aus
der Anzahl der Teilchen. Die relative Schwankung 6U/N dagegen fallt mit der
Wurzel aus der Anzahl der Teilchen. Das gilt nicht nur fiir die Energiefluk-
tuation, sondern auch fiir die Schwankung irgendeiner extensiven Messgrofe.

Je grofler das System, umso weniger fallen die relativen Schwankungen ins
Gewicht.

Fluktuationen im thermischen Gleichgewicht kénnen beobachtet werden.

Nehmen wir nur unsere Lufthiille. Im kleinen Volumen V' sind bei der loka-
len Teilchendichte n im Mittel gerade N = nV Molekiile vorhanden. Diese
Zahl schwankt. Deswegen fluktuiert auch die Brechzahl der Luft, die zur Teil-
chendichte proportional ist. Weil sich ebene Lichtwellen nur in einem Medium
mit konstanter Brechzahl ausbreiten kénnen, kommt es zur Lichtstreuung.
Blaues Licht wird mehr gestreut als rotes, weil die Streuwahrscheinlichkeit an
einer Brechzahldifferenz proportional zur vierten Potenz der Photonenenergie
hw ist (Rayleigh-Streuung). Diese Frequenzabhiingigkeit ist fiir oszillierende
Dipole typisch. Die Dichtefluktuationen der Lufthiille verursachen das Him-
melsblau. Eigentlich sollte der Himmel nédmlich auch am Tag schwarz sein,
von der Sonne, dem Mond und den Planeten und Sternen abgesehen.

An der Formel (4.140) kann man auch ablesen, dass die Schwankungen mit
der Temperatur wachsen. Je heifler ein System, umso mehr fluktuieren die
Messgroflen. Erst am absoluten Nullpunkt ist alles zur Bewegungslosigkeit
eingefroren.

Wir wollen uns hier auf einen anderen Aspekt konzentrieren. Das Schwan-
kungsquadrat ist zur Boltzmann-Konstanten proportional. Wenn man die mo-
lekulare Warmekapazitéit und die Energieschwankung einzeln messen konnte,
dann hétte man auch den Wert der Boltzmann-Konstanten ermittelt. Das
ist eine wichtige Zahl. Die universelle Gaskonstante R ldsst sich leicht mes-
sen, und wenn man dann auch noch kg kennt, hat man die Avogadro-Zahl
(Avogadro-Zahl) bestimmt. Mit der Avogadro-Zahl ist dann auch die Masse
eines einzelnen Protons bekannt, ein schwierig zu bestimmender Wert.

Nun, wir haben schon gesehen, dass die Schwankungen immer weniger ins
Gewicht fallen, je grofler ein System ist. Deswegen versuchen wir es mit einem
kleinen.

Dazu betrachten wir ein gerade noch im Mikroskop sichtbares Teilchen mit
Masse M, das sich in einer Fliissigkeit bewegt, ein Brownsches*® Teilchen.
Vorerst betrachten wir nur die Bewegung in einer Dimension.

Zuvor miissen allerdings noch einige Hilfsmittel bereitgestellt werden.

4 Wir haben an anderer Stelle § fiir kleine Differenzen zwischen Messgrofien in
verschiedenen Zusténden benutzt. Hier bezeichnet § die Schwankung, die Wurzel
aus einer Varianz (Schwankungsquadrat).

45 Robert Brown, 1773 - 1858, britischer Botaniker
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Im Gleichgewichtszustand héngt kein Erwartungswert ( A(t)) von der Zeit
ab. Wir behandeln daher im Folgenden nur noch Messgréfien mit verschwin-
dendem Erwartungswert, also Fluktuationen.

Die Korrelationsfunktion
Ka(r) = (A@t)A(t+ 7)) (4.141)

héngt nur von der Zeitdifferenz 7 ab.

Wir betrachten die Fourier-Transformierte,

[ dw

—twt 7
=/ 3. ¢ Aw) . (4.142)

A(t)

Damit kann man (4.141) als

dw’ dw" iw't — it —iw" < ~
KA(T):/ 5 o o T T T IWTT B A(w”)) (4.143)

schreiben. Dabei haben wir von A(w) = A*(—w) Gebrauch gemacht.

Auf der rechten Zeit taucht der Zeitpunkt ¢ auf, und das kann nicht sein. Offen-
sichtlich darf der Erwartungswert nur im Falle w’ = w” nicht verschwinden,
und das driicken wir durch

(A (W) AW")) = 2m8(w’ —w") Sa(w) (4.144)

ausi6. Sy = S4(w) ist die zum Prozess t — A(t) gehérige Spektraldichte, eine
positive Funktion.

Geht man damit in (4.143) ein, so ergibt sich

dwv —jwr
_ [ S
2 €

Ka(7) A7), (4.145)

das Wiener*?-Chintschin*-Theorem. Bei stationéren Prozessen ist die Korre-
lationsfunktion die Fourier-Transformierte der positiven Spektraldichte.

Zuriick zu unserem Brownschen Teilchen. Fiir seine Geschwindigkeit v setzen
wir die Bewegungsgleichung (Langevin-Gleichung®®)

M(o+ I'v) = F(t) (4.146)

46 Die so genannte 6-Funktion hat in dieser Einfiihrung eigentlich nichts zu su-
chen. d(x) verschwindet bei x # 0, ist bei x = 0 jedoch so stark singuldr, dass
Jdzd(z) =1 gilt.

47 Norbert Wiener, 1894 - 1964, US-amerikanischer Mathematiker

48 Aleksandr Jakowlewitsch Chintschin, 1894 - 1959, russischer Mathematiker

49 Paul Langevin, 1872 - 1946, franzosischer Physiker
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an. Damit wird beriicksichtigt, dass das Teilchen durch Reibung gebremst
und von seiner Umgebung angetrieben wird. Sowohl die Geschwindigkeit des
Brownschen Teilchens als auch die Kraft darauf sind Fluktuationen in dem
Sinne, dass der Erwartungswert verschwindet. Die Langevin-Gleichung (4.146)
beschreibt einen stochastischen Prozess. Stochastisch heifit: die Messgrofien
(hier die Geschwindigkeit) wird nicht als Zahl, sondern als Zufallsvariable
aufgefasst. Prozess bedeutet: die Zufallsvariable hingt von der Zeit ab.

Die Kraft F' kommt von den Stéfen der Fliissigkeitsmolekiile. Auf der durch
I" bestimmten Zeitskala sind Kréfte zu verschiedenen Zeiten nicht korreliert,
und deswegen setzen wir

Kp(1) =cd(1) (4.147)

an. Weil die Spektraldichte dazu gerade Sg(w) = ¢ ist, spricht man auch von
weilem Rauschen. Von Rauschen, weil es zwischen den verschiedenen Frequen-
zen keine Korrelation gibt (genau das sagt (4.144) aus). Weifles Rauschen, weil
die Spektraldichte nicht von der Frequenz abhéngt, wie beim weiflen Licht.

Setzt man nun die Bewegungsgleichung (4.146) in (4.144) ein, so ergibt sich
M?*(w? + TS, (w) =c. (4.148)
Daraus lédsst sich die Korrelationsfunktion der Geschwindigkeit berechnen:
dw e —iWT B F|’7’|

Bekanntlich enthélt jeder translatorische Freiheitsgrad im thermischen Gleich-
gewicht die Energie kgT'/2, und damit schlieflen wir

kBT M

= = 5 (V) = 5K, (0), (4.150)

ksT —T|t" —t'|

(u(t")o(t’)) = Ko (¢" = t") = =7

(4.151)

Damit nun endlich lésst sich

2\ __ ! " K /UH’UI
)f/odt /Odt (o(t"(t") (4.152)

ausrechnen, mit 2(0) = 0, also

t ¢ 2kpT l—e
2 [ dt” dt’ {(v(t"v(t")) = t——— 3. 4.153
L [ ar ey = 37 - (4153)
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Nach einer kurzen Anlaufzeit gilt

(z(t)?) = 2A12Bgt. (4.154)

Der Abstand des Teilchens vom Ausgangspunkt wichst also mit der Wurzel
der Zeit. Das lédsst sich messen. Die Proportionalitdtskonstante enthélt die
Temperatur der Fliissigkeit, die Masse des Brownschen Teilchens, die Rei-
bungskonstante und die Boltzmann-Konstante. Fiir eine Kugel mit Radius
R in einer Fliissigkeit mit der Viskositit’® n gilt MI" = 67nR (Stokessche
Formel).

Die Beziehung (4.154) hat Einstein 1905 publiziert®!. Er schrieb: .. . lisst sich
die gefundene Beziehung zur Bestimmung von N, verwenden. Moge es bald
einem Forscher gelingen, die hier aufgeworfene, fiir die Theorie der Wérme
wichtige Frage zu entscheiden!”. Perrin®? hat dann spéter durch sorgfiltige
Vermessung der Brownschen Bewegung tatséchlich die Boltzmann-Konstante
recht genau bestimmt, und damit die Avogadro-Zahl Ny .

Das Ergebnis (4.154) kann man verstehen. Links steht eine Fluktuation, da-
her die Proportionalitét zur Boltzmann-Konstanten. Das Brownsche Teilchen
entfernt sich rascher von seiner Anfangslage, wenn die Umgebung heftiger ein-
wirkt, d. h. bei hoherer Temperatur. Mit wachsender Masse wird das Brown-
sche Teilchen immer tréger, in einer zdheren Fliissigkeit kommt es langsamer
voran. Die Zeit t ist proportional zur Anzahl der Sté8e, die im Mittel eben-
so oft von links wie von rechts kommen. Der Mittelwert verschwindet dann,
aber die Varianz wéchst linear mit der Anzahl der voneinander unabhéingigen
StoBe. Das erklart die Proportionalitdt mit der Zeit ¢. Eigentlich ist nur noch
der Faktor 2 zu erkldren. Er betrégt iibrigens 4 oder 6, wenn man Bewegung
in zwei oder drei Dimensionen betrachtet.

Massenhafte, unabhéngige Brownsche Bewegung von Teilchen nennt man Dif-
fusion. Die Teilchendichte n = n(t, ) geniigt der Diffusionsgleichung

7= DAn. (4.155)

Die Diffusionskonstante ist gerade

kT
D=—. 4.156
UT (4.156)
Das erkennt man an der Losung
n(t,x) = /dgy G(t,x — y)no(y) (4.157)

50 Zshigkeit

1 Im gleichen Jahr versffentlichte er iibrigens auch seine Uberlegungen zum Pho-
toeffekt und den beriihmten Artikel iiber die spezielle Relativitéitstheorie.

52 Jean-Baptiste Perrin, 1870 - 1942, franzosischer Physiker
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mit®3

1 —x? /4Dt

G(t,x) = (=Dt e

(4.158)

(4.157) lost die oben stehenden Diffusionsgleichung mit der Anfangsbedingung
n(0,x) = ng(x).

Berechnet man den Erwartungswert ( z(t)?) mit der Greenschen Funktion G
als Wahrscheinlichkeitsdichte, so ergibt sich 6Dt, wie es sein sollte.

4.12 Wiarmeleitung

Wir haben schon im Abschnitt Reversible Prozesse den Unterschied zwischen
lokalem und globalem Gleichgewicht erortert. Sehr kleine Systeme—wir sagen
ab jetzt materielle Punkte —erreichen schnell ihr Gleichgewicht. Der materi-
elle Punkt bei @ ist verschwindend klein auf der makroskopischen Skala. Auf
der mikroskopischen Skala jedoch enthélt er noch so viele Teilchen N, dass die
Ergebnisse fiir N — oo verwendet werden diirfen. In diesem Sinne macht das
Temperaturfeld T' = T'(¢, x) eine Sinn. Die materiellen Punkte eines Systems
sind fiir sich beliebig sehr nahe am thermodynamischen Gleichgewicht, nicht
aber das Gesamtsystem.

Wir betrachten im Folgenden einfachheitshalber einen Festkorper, auf den
keine dufleren Krifte einwirken. u sei die Dichte der inneren Energie. Die
Stromdichte der inneren Energie ist gerade die Wiarmestromdichte 7 %. Mit
u* bezeichnen wir die Quellstéirke der inneren Energie. Dafiir kommt die Kom-
pressionsarbeit in Frage, die wir hier nicht erértern wollen, und die Joulesche
Wirme 7 °E, das Skalarprodukt aus elektrischer Stromdichte und elektrischer
Feldstirke®®. Es gilt die Bilanzgleichung

i+ VJIY =u* = J°E. (4.159)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit 1/7. u/T fassen wir als die Zeitablei-
tung der Entropiedichte s auf, und J /7T ist die Entropiestromdichte. Damit
gilt dann

. s _ *7l e w l
§4 VI =8 =SB+ VY (4.160)

Vereinbarungsgeméf sind ja die materiellen Punkte im thermischen Gleich-
gewicht, so dass wir die Beziehung 65 = 0Q/T verwenden diirfen. (4.160) ist
eine Bilanzgleichung fiir die Entropie.

3 @ ist eine Greensche Funktion
54 Mit dem entgegengesetzten Vorzeichen taucht dieser Beitrag in der Bilanzglei-
chung fiir die Energie des elektromagnetischen Feldes auf.
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Integriert man diese Gleichung iiber ein Gebiet, dann liest sie sich wie

d .
— st:f/ dAJSJr/st*. (4.161)
dt Jg g g

Die Entropie im Gebiet G &dndert sich, weil Entropie iiber die Systemgrenzen
0G zu- oder abflieft und weil Entropie produziert wird. Produziert, nicht
vernichtet, das sagt der zweite Hauptsatz der Thermodynamik:

Die Quellstiirke s* der Entropie verschwindet (bei reversiblen Prozessen) oder
ist positiv (bei irreversiblen Prozessen).

Nach dem Ohmschen Gesetz sind die elektrische Stromdichte und die elektri-
sche Feldstéarke proportional zueinander:

J¢=0E. (4.162)

Die Leitfiahigkeit ¢ muss entweder verschwinden oder positiv sein, so der zwei-
te Hauptsatz. Die Entropieproduktion verschwindet, wenn es keine elektrische
Feldstiirke gibt (wenn das elektrische Potential konstant ist), oder wenn kein
Strom flieen kann.

Beachten Sie, dass in einem Supraleiter elektrischer Strom ohne antreiben-
des elektrisches Feld flielen darf. In diesem Falle wird dann ebenfalls keine
Entropie produziert.

Auch der zweite Term auf der rechten Seite von (4.160) ist plausibel.

Fiir die Warmestromdichte schreiben wir das Fourier-Gesetz an:

Waérme fliefit in Richtung des grofiten Temperaturgefiilles, mit einer vom Ma-
terial abhéngigen Warmeleitfahigkeit A, die iibrigens wiederum von der Tem-
peratur abhéngen wird. Mit dem Fourier-Gesetz schreibt sich der Beitrag zur
Entropie-Produktion als

PAL A

7= 73 (VT)2. (4.164)

Der zweite Hauptsatz verlangt also A > 0. Innere Energie flieit stets von
wérmeren in kiltere Bereiche.

Die Dichte der inneren Energie ist zeitlich verdnderlich, weil sich die Tempe-
ratur dndern kann. Wir nehmen

ou

a7 = & (4.165)

auseinander in die Massendichte o und in die spezifische®® Wirmekapazitit
c. Fiir einen Festkorper hingt die Massendichte nur schwach, die spezifische

5% auf die Masseneinheit bezogene
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Waérmekapazitdt manchmal stédrker von der Temperatur ab. Damit kdnnen
wir den ersten Hauptsatz (fiir den Festkorper) auch als

ocT — VAVT = u* (4.166)

schreiben. Ohne Produktion an innerer Energie und bei nur méfiigen Tem-
peraturdifferenzen und bei homogenem Material wird daraus die Wérmelei-
tungsgleichung

T = kAT (4.167)
Dabei ist
A
-2 4.168
RS ( )

die sog. Temperaturleitfahigkeit®® des Festkorpers.

Fourier hat sich mit der Temperaturverteilung im Erdboden beschéftigt und
dafiir die Methode entwickelt, periodische Funktionen in rein periodische An-
teile zu zerlegen. Die Fourier-Zerlegung ist heute eines der wichtigsten Hilfs-
mittel der theoretischen Physik.

Mit z als Tiefe ist also die Gleichung
T =kT" (4.169)

zu losen, wobei der Strich die partielle Ableitung nach der Tiefe z bezeichnet.

Wir nehmen erst einmal an, dass die Temperatur an der Oberfldche rein pe-
riodisch variiert und setzen

Flt,2) = @t A2 (4.170)
an. (4.169) verlangt iw = kA%, Mit

‘= 2% (4.171)
berechnet man A = (1 + i)g, also

Flt,2) = W07 =47 (4.172)
Das bauen wir zur Losung

T(t,z) =T + 6T cos(wt — qz) e —9F (4.173)

zusammen.

56 gprachlich bedenklich, denn Temperatur kann nicht geleitet werden



4.12 Wirmeleitung 175

Die Temperatur an der Oberfliiche variiert wie T(¢,0) = T + §T coswt um
den Mittelwert T'. Dazu gehort das Temperaturfeld (4.173). Die Temperatur-
variation ist in der Tiefe z = 1/q auf den Wert 1/e abgefallen, aber phasen-
verschoben, wie man sieht.

Wir nehmen nun die Forderung wortlich, dass die Oberflichentemperatur pe-
riodisch variieren moge. T'(¢,0) und T'(¢+ 7,0) sollen iibereinstimmen. 7 kann
ein Tag sein oder aber auch ein Jahr.

Fourier hat nachgewiesen, dass man dann die Oberflichentemperatur als
Wt . 2mr
Tt,0) =S 6T, ™ t W, = —— 4.174
(t,0) TEZZ e mit w . ( )

darstellen kann, als eine Reihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen mit der
Periode 7. Dementsprechend ist dann auch die Losung der Wirmeleitungs-
gleichung eine Summe iiber solche Beitrége, wie wir sie soeben ausgerechnet
haben.

Wegen w, = 27r/7 und ¢, = \/w,/2k fillt der Beitrag der htheren Harmoni-
schen zum Temperaturfeld rasch ab.
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Mehr Mechanik

Wir ergéinzen in diesem Kapitel die Ubersicht iiber die Mechanik. Die ers-
ten vier Abschnitte betreffen die Grundlagen der klassischen Mechanik von
Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden.

Die Lagrange-Gleichungen l6sen eine Variationsaufgabe. Damit ist sicherge-
stellt, dass ein mechanisches System tatséchlich in voller Allgemeinheit be-
schrieben wird. Geht man von alten zu neuen verallgemeinerten Koordinaten
iiber, dann kann man entweder erst rechnen und dann transformieren oder
erst transformieren und dann rechnen, mit demselben Ergebnis.

Um dem Eindruck entgegenzuwirken, dass Erhaltungsgréfien immer von zykli-
schen Koordinaten herriihren, behandeln wir im Abschnitt Symmetrien und
ErhaltungsgrifSen das Noethersche Theorem.

Wir befassen uns dann mit den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. For-
male Ahnlichkeiten mit der Quantenmechanik werden aufgezeigt. Vor allem
aber ldsst sich die bereits in der Einfiihrung vermittelte begriffliche Unter-
scheidung zwischen Zustdnden und Observablen auf die klassische Mechanik
iibertragen.

Auch die Prinzipien der Statistischen Mechanik, die wir ja als Quantenmecha-
nik sehr grofler Systeme eingefiihrt haben, lassen sich nun auf die klassische
Mechanik iibertragen. Eigentlich miisste man von hier aus mit der Boltzmann-
Gleichung fortfahren, wir haben jedoch an dieser Stelle eine Grenze zwischen
Vertiefung der Theoretischen Physik und der Spezialisierung gezogen.

Der Abschnitt {iber Kleine Schwingungen vertieft die Theoretische Physik
in methodischer Hinsicht, greift er doch eine ganz allgemeine Situation auf:
Systeme mit stabilem Grundzustand.

Der Abschnitt iiber die Lineare Kette konkretisiert das und ist Grundlage fiir
die Theorie der Gitterschwingungen im Rahmen der Festkorperphysik.

Der Abschnitt iber Anharmonische Schwingungen ist eine kurze Abschwei-
fung zu Néherungsmethoden. Das konnte beliebig weit ausgedehnt werden.
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Der Abschnitt iiber die Radialsymmetrische Massenverteilung wurde aufge-
nommen, um auch eine alternative Methode zur Losung der Poisson-Gleichung
vorzustellen. Aulerdem bietet dieses Thema Raum zur Reflexion iiber die Sta-
bilitdat der Materie.

Die restlichen Abschnitte befassen sich mit der Kontinuumsmechanik. Wir lei-
ten die Grundgleichungen der Hydromechanik her und bringen einige Beispiele
zur Hydromechanik fluider Medien. Die Flastomechanik behandelt elastisch
deformierbare feste Korper. In den Beispielen zur Elastomechanik rechnen wir
die Torsion eines Federstabes durch und befassen uns mit elastischen Wellen.

5.1 Lagrange-Gleichungen

Wir betrachten ein mechanisches System, dessen Zustand durch die verallge-
meinerten Koordinaten g = (q1, g2, . . . , ¢f) beschrieben wird. f ist die Anzahl
der Freiheitsgrade. Die verallgemeinerten Koordinaten parametrisieren den
Konfigurationsraum unseres Systems.

Mit T als der kinetischen Energie und V' als potentieller Energie berechnet
man die Lagrange-Funktion L = T — V. Die Lagrange-Funktion L = L(q, g, 1)
héngt von den verallgemeinerten Koordinaten g, von den verallgemeinerten
Geschwindigkeiten ¢ und moglicherweise auch von der Zeit ¢ ab. Zu 16sen sind
die Lagrange-Bewegungsgleichungen

4oL oL
dt 0¢;  0g;

=0 fir i=1,2,...,f. (5.1)

Nun ist die Wahl der verallgemeinerten Koordinaten alles andere als eindeu-
tig. Man braucht zwar verallgemeinerte Koordinaten, um rechnen zu kénnen.
Die physikalisch erlaubten Bewegungsformen diirfen aber nicht von den zur
Beschreibung benutzten Koordinaten abhédngen.

Dazu erst einmal eine Analogie. Man betrachtet eine differenzierbare Funktion
f = f(x) und sucht nach Punkten mit waagerechter Tangente, also nach
Losungen z, fiir die f/(Z) = 0 gilt.

Wir fithren nun eine andere Variable z durch « = g(z) ein. g soll eine diffe-

renzierbare Funktion sein, deren Ableitung nirgends verschwindet. Die neue
Zielfunktion ist h = fog, d.h. h = h(z) = f(g(z)). Weil

h'(z) = f'(9(2)) 9" (2) (5:2)

gilt, wird A’ genau an den Stellen zZ mit & = ¢g(z) verschwinden. Die neuen
Losungen sind die umgerechneten alten Losungen. Die Stationaritétsstellen
héngen nicht von der Wahl der unabhéngigen Variablen ab.

Wie wir gleich zeigen werden, gibt es ein Funktional, das an der im Sinne
von (5.1) richtigen Bahnkurve g = q(t) stationér ist. Damit ist dann sicherge-
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stellt, dass bei einer Umparametrisierung des Konfigurationsraumes die neuen
Losungen die umgerechneten alten Losungen sind.

Wir betrachten zwei Punkte a und b im Konfigurationsraum. g = q(t) sei
eine Trajektorie!, die zur Zeit t, durch a fiihrt und zur Zeit ¢; durch b. Fiir
diese Trajektorie definieren wir das Wirkungsintegral als

1= | "t Lia(t),a(t). ). (53)

a

Die Wirkung? bewertet jede Trajektorie g von (t,,a) nach (t,,b) mit einer
reellen Zahl. Unter allen moglichen Trajektorien zeichnet sich die richtige da-
durch aus, dass die Wirkung stationér ist (Hamiltonsches Prinzip).

Wir betrachten f Funktionen v; = v;(¢) mit der Eigenschaft v(t,) = v(t;) = 0.
Fiir jedes z ist dann w(t) = q(¢t) + zv(t) eine zuldssige Trajektorie, denn es
gilt w(t,) = a und w(ty) = b.

Dass die Wirkung an der richtigen Trajektorie stationér sein soll, schreiben
wir als

dA(q + zv)

= =0 (5.4)

z=0

fiir alle Abweichungen v. Man berechnet

v [0L(g.4.t)  9L(g.4.t) .
Z/t dt{ e Uit o vi}(). (5.5)

Den zweiten Term formen wir durch partielles Integrieren um,

8 - d o
> / at o i Z v -3 / o 5 5 (5.6)

t=ta
Die Randwerte verschwinden wegen v(t,) = v(tp) = 0. Damit gilt

o d oL oL
_O_;Za dt v, {dtaqi —aqi}_o. (5.7)

Jetzt erkennt man deutlich, dass die Lagrange-Gleichungen (5.1) die Bedin-
gungen dafiir sind, dass das Wirkungsintegral (5.3) bei der richtigen Trajek-
torie stationér ist.

dA(q + zv)
dz

Wir haben damit zugleich gezeigt: transformiert man von alten auf neue ver-
allgemeinerte Koordinaten, dann sind die neuen Losungen nichts anderes als

! Bahnkurve
2 engl. action
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die transformierten alten Losungen. Die verallgemeinerten Koordinaten ver-
dienen ihre Bezeichnung zu Recht.

Dass man die Mechanik auf ein Extremalprinzip stiitzen kann, hat in der Wis-
senschaftsgeschichte eine grofle Rolle gespielt. 'Die Natur erreicht ihre Ziele
mit der kleinsten Aufwand’ klingt gut, ist aber leider falsch. Beispielsweise
lasst das Keplerproblem Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln zu. Das Wirkungs-
integral ist stationér in dem Sinne, dass kleine Abweichungen von der korrek-
ten Losung die Wirkung erst in zweiter Ordnung dndern. Allerdings handelt
es sich jeweils um ein Minimum, einen Sattelpunkt oder um ein Maximum.

5.2 Symmetrien und Erhaltungsgréfien

Wir betrachten ein autonomes® mechanisches System. Es gibt also eine von

der Zeit unabhingige Lagrange-Funktion L = L(q,q), die die Dynamik des
Systems vollsténdig beschreibt.

Den Konfigurationsraum kann man auch mit anderen verallgemeinerten Ko-
ordinaten g’ parametrisieren. Die Lagrange-Funktion ist dabei gemif

L'(q’.q") = L(q,4q) (5.8)

umzurechnen.
Man spricht von einer Symmetrie, wenn L’ und L als Funktionen iiberein-
stimmen.

Als Beispiel untersuchen wir die Bewegung eines Massenpunktes in einem rota-
tionssymmetrischen Potential. Die kartesischen Koordinaten & = (1, z2, x3)
parametrisieren den Konfigurationsraum, und es gilt

L= %:132 ~ V(). (5.9)
Durch

r{ =cosam —sina Ty , T4 =sinaz; +cosaxe , T5=T3 (5.10)
bzw.

r1 =cosa x| +sinawxy , z9=—sinax] +cosaxy , zz3=x5 (5.11)

wird umgerechnet.

Wegen |z| = || gilt L = L’. Fiir die Bewegung eines Massenpunktes im
rotationssymmetrischen Potential ist die Drehung um die 3-Achse eine Sym-
metrie.

3 grch. awTé — vopos: den eigenen Gesetzen gehorchendes
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Das Beispiel ist typisch. Die Symmetrie hingt stetig von einem Parameter ab,
hier «, so dass a = 0 die identische Abbildung bedeutet.

Zuriick zum allgemeinen Fall. Wir nehmen an, dass ¢/ = S (q1,¢2,...,4q5)
Symmetrie-Transformationen sind, die stetig und differenzierbar durch « pa-
rametrisiert werden. a = 0 soll die identische Abbildung sein, S°(q) = gq.

WEeil es sich um eine Symmetrie handelt, kann

L(g',4") (5.12)

nicht von « abhéngen. Differentiation und Auswerten bei o = 0 fiithrt auf

Z 0L dSg¢ | OL d ds;

0q; da aql- dt do 0 (5.13)

Indem man in den ersten Beitrag die Lagrange-Gleichungen einsetzt, ergibt
sich

DK~ 0 mit K(q,q) = 9L(a,q) d57(q)

14
dt 8q2 da (5.14)

a=0

Zu jeder Familie S* von Symmetrie-Transformationen mit S°(q) = q gehort
demnach eine Erhaltungsgrofie K. Dieser Befund ist als das Noethersche?
Theorem bekannt.

Wir kommen auf den Massenpunkt im sphérisch symmetrischen Potential
zuriick. Mit den kartesischen Koordinaten q = (21, z2, x3) gilt

St =cosaxy —sinaxe , 5§ =+sinax; +cosazy , S§ =2x3.(5.15)
Die zugehorige Erhaltungsgrofie schreiben wir als
L3 = —mi1 w9 +mdo 21 . (5.16)

Es handelt sich offensichtlich um die 3-Komponente des Bahndrehimpulses.

Als verallgemeinerte Koordinaten kann man auch sphérische Koordinaten be-
nutzen, g = (r,0, ¢) in iiblicher Notation:

21 =rsinfcos¢ , o =rsinfsing und x3 =1rcosb. (5.17)

Die Lagrange-Funktion ist nun

% {7’“2 + 1202 + r? sin%0 (/52} —V(r). (5.18)

Die Drehung um die Polarachse wird jetzt durch

4 Emmy Noether, 1882 - 1935, deutsche Mathematikerin



182 5 Mehr Mechanik
r'=r,0 =0 und ¢' =¢p+a (5.19)
2

beschrieben, und dazu gehort die Erhaltungsgrofie mr sin20q5. Das stimmt
natiirlich mit dem umgerechneten Ausdruck (5.16) iiberein.

Ubrigens konnte man dem Ausdruck (5.18) den Erhaltungssatz sofort ansehen:
der Azimut ¢ kommt gar nicht vor, ist also zyklisch. Bei der Formulierung mit
kartesischen Koordinaten hitte man sich auf dieses Argument jedoch nicht
berufen kénnen.

Will man das sphérische Pendel behandeln, dann sollte man § = 0 mit 'unten’
identifizieren. Die Lagrange-Funktion hat die Gestalt

m . .
L= 5 {7'"2 + 7262 4 12 sin%0 ¢2} + mgrcosf. (5.20)
Wieder taucht der Azimut nicht auf, so dass ¢ — ¢ + a eine Symmetrie-
Transformation ist. Der Drehimpuls um die Pendelachse ist also erhalten.
Dass ein mechanisches System eine Symmetrie hat, ist unabhingig von
der speziellen Parametrisierung des Konfigurationsraumes. Das Noethersche
Theorem liefert dann immer die zugehorige Erhaltungsgrofle.

Erhaltungsgréfien kann man auch dann finden, wenn in einer speziellen
Parametrisierung zyklische Koordinaten auftreten. Dazu miissen aber die
Koordinaten passend zur Symmetrie gewidhlt werden. Beispielsweise kann
man der Gleichung (5.18) nicht sofort ansehen, dass auch die Drehimpuls-
Komponenten L; und Lo erhalten sind.

5.3 Hamilton-Gleichungen

7 jeder verallgemeinerten Koordinate g; gehort ein verallgemeinerter Impuls:

‘_8L
b= 04

(5.21)

Statt mit verallgemeinerten Koordinaten und Geschwindigkeiten zu rechnen,
wollen wir nun die verallgmeinerten Koordinaten und Impulse als unabhéngige
Variable verwenden. Wie man das macht, haben wir schon in der Einfiihrung
in die Thermodynamik gestreift: durch eine Legendre-Transformation.

Wir erklédren die Hamilton-Funktion durch

H = Zpiqz' —L (5.22)

und driicken die verallgemeinerten Geschwindigkeiten durch verallgemeinerte
Impulse aus, so dass H = H(q, p,t) gilt.
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Damit kann man einmal

H
dH = dql + Z dpz S (5.23)

schreiben.
Aus (5.22) dagegen folgt

. . oL oL . oL
H=> didp;+ Y pidd; g, i = D perdds = Gpdt. (5.24)

Die zu dq proportionalen Terme heben sich weg. Die Lagrange-Gleichungen
besagen, dass dg; mit p multipliziert wird. Der Vergleich mit (5.23) ergibt
_ 0H(q,p,t) 0H(q,p,t)

d p,= DB 2
op P 94, (5.25)

4

Bei f Freiheitsgraden stellen die Lagrange-Gleichungen ein i. a. gekoppeltes
System von f gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung dar. Die
Hamilton-Gleichungen (5.25) dagegen bilden ein i. a. gekoppeltes System aus
2f gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung.

Die Punkte z = (q, p) bilden den sog. Phasenraum des Systems. Die Losungen
der Hamilton-Gleichung sind Trajektorien

x(t) = 1¢(x) mit mo(x) =x. (5.26)

T¢ beschreibt die Dynamik als einen Fluss der Phasenraumpunkte. Die Tra-
jektorien entsprechen den Stromlinien. Wie wir spéter zeigen werden, verhélt
sich der Phasenraum wie eine inkompressible Fliissigkeit.

Messgrofen M sind Funktionen auf dem Phasenraum, M = M (x). Sie sind
geméf

M(z) = M (1¢(z)) (5.27)

von der Zeit abhingig®.

Zwei Funktionen A und B im Phasenraum kann man die sog. Poisson-
Klammer C = {A, B} durch

O_Xi:{aAaBaAaB} (5.28)

0q; Op;  Op; Oq;

zuordnen.

5 Das entspricht dem Heisenberg-Bild der Quantentheorie
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Fiir die Zeitabhéangigkeit einer Messgrofie berechnet man
M, = {M,, Hy} . (5.29)

H, als Messgrofle, ist die Energie des Systems. Wenn die Lagrange-Funktion
nicht explizit von der Zeit abhéngt, dann trifft das auch fiir die Hamilton-
Funktion zu. Das ergibt der Vergleich von (5.23) mit (5.24). (5.29) besagt,
dass dann die Energie erhalten ist.

Der verallgemeinerte Impuls kann auch als Messgrofle aufgefasst werden, in-
dem man

Pi(z) = p; (5.30)

erkliart. Ebenso definiert man den verallgemeinerten Ort @; als Messgrofe.
Mit (5.28) ergibt sich

{Q;,Qx} =0, {P;, P} =0, {Q), P} = k. (5.31)

Das legt nahe, die Poisson-Klammer der klassischen Mechanik auf den Kom-
mutator der Quantentheorie abzubilden,

[A, B]
A B}=-——. 5.32
Damit leuchtet auch (5.29) ein.

Im Ubrigen ist die kinetische Energie fast immer eine quadratische Form in
den verallgmeinerten Geschwindigkeiten,

1 ..
T=5 ;mik(Q)QiQk , (5.33)

mit einer positiv-definiten symmetrischen Massenmatrix m;;, wiahrend die
potentielle Energie nur von den verallgemeinerten Koordinaten abhéngt. In
diesem Falle lasst sich leicht zeigen, dass die Hamilton-Funktion durch

H=T+V (5.34)

gegeben ist.

Transformationen des Phasenraumes auf sich selber, die die kanonischen Re-
geln fiir die Poisson-Klammern (5.31) erhalten, heilen kanonische Transfor-
mationen. Wir kénnen diesen Faden hier leider nicht weiterspinnen.

5.4 Statistische Mechanik

Wir betrachten ein mechanisches System mit f Freiheitsgraden. Der Phasen-
raum des Systems besteht aus den Punkten = = (g, p), er hat die Dimensi-
on 2f.
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Die Hamilton-Funktion H = H(z) beschreibt die Dynamik des Systems. Die
Punkte des Phasenraumes flieen im Phasenraum auf Trajektorien x(t) =
7¢(x), die den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

_oH .. 0
Top P g

(5.35)

geniigen.

Ein Punkt z des Phasenraumes zur Zeit ¢t = 0 befindet sich spéter, zur Zeit t,
an der Stelle z(t) = 7¢(x). Die Dynamik 7 = 7¢(z) ist durch (5.35) bestimmt.
Messgrofien M = M (x) sind reellwertige Funktionen auf dem Phasenraum.
Die reinen Zustidnde entsprechen den Punkten des Phasenraumes. Sie entwi-
ckeln sich zeitlich wie (5.35).

Gemischte Zusténde beschreibt man durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf dem Phasenraum. Dabei stellt sich allerdings sofort die Frage, mit welchem
Maf dz zu integrieren ist.

Wir betrachten eine typischen Punkt x im Phasenraum zur Zeit ¢ = 0. Nach
der Zeit ¢ ist dieser Punkt an die Stelle £ = 7(x) gewandert. Die Abbildung
x — & = 1y(x) ldsst sich fiir jede Zeitspanne ¢ als eine Koordinatentransfor-
mation auffassen.

Man kann beweisen, dass die Determinante der Matrix

_ 96

(5.36)

den Wert 1 hat.
Hier die Beweisidee:
Wir beschrinken uns auf einen Freiheitsgrad, © = (p, ¢) und auf eine kleine

Zeit dt. Dann kann man

OH OH
fl =T — dtaixQ und 52 = Z9 + dtai‘rl (537)

schreiben. Auszuwerten ist die Determinante der Matrix

D) = 1 —dt0*H/0x1022  —dt 0*>H/0x3 (5.38)
dtO?H/0x? 1+ dtO>H/0xs0z1 | '

Weil die Reihenfolge der partiellen Ableitungen beliebig ist, ergibt sich det D =
1+ dt?.... Die Zeitableitung der Determinante verschwindet also, und weil
sie fiir ¢t = 0 den Wert 1 hat, gilt das fiir alle Zeiten t.

Wir betrachten ein Gebiet {2 im Phasenraum. Diesem Gebiet schreiben wir
das Phasenraumvolumen
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vol(§2) = / dx (5.39)
e
71, mit
dx = dqidgs . .. dgqydprdps . . . dpy . (5.40)

Dieses Gebiet flieffit im Laufe der Zeit nach
2, ={&|&=7(x) mit x€N}. (5.41)

Der Satz von Liouville® besagt, dass vol(£2;) nicht von der Zeit t abhiingt. Das
folgt aus (5.36). Die Dynamik des Phasenraumes gleicht der Strémung einer
inkompressiblen Fliissigkeit.

Nach diesen Uberlegungen werden wir einen gemischten Zustand durch eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung W = W (z) beschreiben, mit

W(z) >0 und /de(x) =1. (5.42)

Der gemischte Zustand hangt gemaf
Wi(ri(z)) = W(x) (5.43)

von der Zeit ab’. Mit W erfiillt also auch W; die Bedingungen fiir einen
gemischten Zustand. Der Satz von Liouville garantiert, dass die Wahrschein-

lichkeit, irgendwo zu sein und eine Impuls zu haben, auf den Wert 1 normiert
bleibt.

Ubrigens kann man (5.43) auch als Differentialgleichung formulieren:
W, = {H,W,}. (5.44)

Der Erwartungswert einer Messgrofle M im Zustand W zur Zeit ¢ ist
(M) = /da:Wt(:z)M(z) . (5.45)

Wir fragen nun nach den Gleichgewichtszustinden G des Systems. Diese
miissen auf jeden Fall stationér sein, Gy = 0. Das ist nur dann gewéhrleistet,
wenn der Zustand eine Funktion der Energie ist, G = f(H).

Hat man zwei unabhéngige Systeme vor sich, x = (z1,22) und H(z) =
Hiy(z1) + Ha(z2), dann faktorisieren auch die Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen, W(z) = Wi(x1)Wa(x2). Setzt man fiir jedes System dieselbe Funktion f
an, dann fiihrt die Forderung f(H; + Hz) = f(H.)f(H2) sofort auf

5 Joseph Liouville, 1809 - 1882, franzdsischer Mathematiker
" Das entspricht dem Schrodinger-Bild der Quantentheorie
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Gz) o e PHE) (5.46)

Wir haben schon frither erértert, warum man § = 1/kgT mit T als absoluter
Temperatur interpretieren muss.

(5.46) ist das Grundgesetz der statistischen Mechanik. Wie plausibel diese
Formel auch begriindet wird, letztendlich muss sie als Grenzfall einer statis-
tischen Quantenmechanik gerechtfertigt werden.

Bei N ununterscheidbaren Teilchen ergibt sich als klassischer Limes fiir die
freie Energie

B 1 dqy ...dpsn —H(q...psn)/ksT
F=—kpTln - / @rhpN © ' (540

Dabei sind die Ortsintegrationen nur iiber das Gebiet zu erstrecken, in das
die Teilchen eingesperrt werden.

Fiir nicht-wechselwirkende Teilchen
H= 321\,: ﬁ (5.48)
= 2m
berechnet man sofort

1 dp —p?/2mkgT N
F=—kgTlh—VV L ) 4
el g7V { onh (5:49)

Dabei ist V' das Volumen des betrachteten Gebietes. Dieser Ausdruck fiithrt
zu den bekannten Gesetzen fiir das ideale Gas.

5.5 Kleine Schwingungen

Wir betrachten ein ganz normales mechanisches System:

e die kinetische Energie ist eine positiv-definite quadratische Form in den
verallgmeinerten Impulsen p,

e die potentielle Energie hingt nur von den verallgemeinerten Koordinaten
q ab,

e die potentielle Energie hat ein Minimum (bei g = 0) und ist dort differen-
zierbar.

Sollte das Minimum bei @ liegen, kann man das durch ¢ — q — q korrigieren.
Anders ausgedriickt, unsere verallgemeinerten Koordinaten beschreiben die
Abweichungen von der Gleichgewichtslage, der Konfiguration mit der mini-
malen potentiellen Energie.
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Unter diesen Voraussetzungen diirfen wir die Hamilton-Funktion in der Ndhe
des Gleichgewichtes so schreiben:

M2
> Dugige+ ... . (5.50)
ik

1
HZW§B»

M ist eine typische Masse, {2 eine typische Kreisfrequenz®.
Die Matrix B ist symmetrisch und positiv-definit, weil die kinetische Energie

positiv-definit sein muss. Die Matrix D ist gleichfalls symmetrisch und positiv
definit, weil die potentielle Energie ein Minimum haben soll:

0?V

MQ2%D;;, =
g 0q;0q,

(5.51)

Wir haben den Nullpunkt der Energieskala am Minimum der potentiellen
Energie angebracht. Energie ist ab jetzt also stets Anregungsenergie.

Indem man g und p als Spaltenvektoren auffasst, als f x 1-Matrizen, kann
man (5.50) auch in Matrix-Schreibweise

1 M 22
ot el
H= 57 P Bp + 5 4 Dq (5.52)

formulieren. Das Symbol T bezeichnet dabei die Transposition, die Vertau-
schung von Zeilen und Spalten.

WEeil die Matrix B positiv definit ist, darf man sie als
B = AAT (5.53)

schreiben, mit einer bestimmten reellen nicht-singuldren Matrix A.

Das legt die Ersetzung p — Afp nahe. Damit daraus eine kanonische Trans-
formation wird, miissen wir geméaf

q =A"'q und p’' = A'p (5.54)
umrechnen. Mit

Q/(a.p) =Y (A irar und P/(q,p) ZAkzpk (5.55)
k:

kann man leicht
{Q},Qi} ={P/, P/} =0 und {Qj, P/} = (5.56)
zeigen.

8 Die Matrizen B und D sind damit dimensionslos
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Wir fahren also fort mit

1 M§2?
H’:mp’Tp’JrTq’TD’q’ mit D' = ATDA. (5.57)

D' ist wie D eine reelle, symmetrische und positiv definite Matrix. Sie kann
orthogonal diagonalisiert werden,

2°D' = Rw?R" mit R'TR=RR" =1 und (w?);, = wid. (5.58)
w ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten wj, fir j = 1,2,..., f. Das

Resultat der Diagonalisierung darf als w? geschrieben werden, weil die Eigen-
werte dieser Matrix positiv sind, ndmlich wJQ-.

Mit
"= Riq" und p” = Rip’ (5.59)

definieren wir erneut eine kanonische Transformation. Danach haben wir es
mit der folgenden Hamilton-Funktion zu tun:

//2
Mw ”2

f
Z al”. (5.60)

Das sind ungekoppelte harmonische Oszillatoren:

1

q; = Mp]{' und p;' = qu” = —Mw?-qj” fir j=1,2,...f. (5.61)

Die allgemeine Losung ist

qj'(t) = aj cos(w;t — ¢;) (5.62)
und wegen
q=Aq' = ARq" (5.63)

hat man damit die allgemeine Losung des urspriinglichen Problems gefunden.

Systeme mit einer stabilen Gleichgewichtslage sind also in der N&dhe des
Gleichgewichts folgendermaflen zu behandeln:

e Um die Gleichgewichtslage ¢ = 0 wird entwickelt, so dass die Energie
durch H = p'Bp/2M + M $2%q' Dq/2 beschrieben wird.

e DBist als AAT darzustellen, 22ATDA als Rw?R, mit diagonalem w.

e Die Komponenten von q” = (AR) !q geniigen dann den Schwingungs-
gleichungen Q'](’ + wquj = 0. Dabei sind die wf- die Diagonalelemente der
Matrix w?. Die q;" werden als Normalkoordinaten bezeichnet.
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e Die Losungen ¢/ = a;cos(w;t — ¢;) werden gemifl ¢ = ARq" zuriick-
transformiert.

e Die allgemeine Losung des urspriinglichen Problems hidngt damit von 2f
Konstanten ab, den a; und ¢;. Genau so soll es sein.

Wir fithren jetzt einen alternativen Losungsweg vor.

(5.50) fithrt sofort auf die Bewegungsgleichungen
B Y4+ 2°Dq=0. (5.64)

Unter einer Mode versteht man eine Losung, die mit definierter Kreisfrequenz
variiert. Wir setzen

q(t) = gcoswt (5.65)
an und berechnen
2°Dq =w?*B™'q. (5.66)

Das ist ein verallgemeinertes Eigenwertproblem fiir die Eigenwerte w? und die
Eigenvektoren q. Mit B = AAT, D' = ATDA und q’ = A~ 'q lisst sich das in

2°D'q’ = w%q’ (5.67)

umschreiben, in ein gewthnliches Eigenwertproblem. Fragt man nach allen
Lésungen, lduft das auf die Diagonalisierung der Matrix D’ hinaus, wie wir
das oben erortert haben.

5.6 Lineare Kette

Wir erértern in diesem Abschnitt ein einfaches Modell fiir die Gitterschwin-
gungen eines Festkorpers.

Der Festkorper ist idealisiert nach allen Seiten unendlich ausgedehnt, er ist
invariant unter Verschiebungen um die Gitterkonstanten. Um das im Rah-
men der klassischen Mechanik nachzubilden, bei der wir erst einmal nur mit
endlich vielen Freiheitsgraden rechnen konnen, sollten wir das Modell mit
periodischen Randbedingungen ausstatten. Und um die wesentlichen Ziige
herauszuarbeiten, rechnen wir nur in einer Dimension.

Wir betrachten also einen Ring von n gleichen Gitterbausteinen im Gleichge-
wichtsabstand a. Weil die Formeln fiir gerades und ungerades n etwas verschie-
den sind, legen wir uns auf ein ungerades n = 2m+1 fest. Die Gitterbausteine
nummerieren wir zweckméfig mit j = —m,—m + 1,..., m. Gitterbaustein j
sitzt bei x; = ja, seine Abweichung von der Gleichgewichtslage bezeichnen
wir mit ¢;. Bei kleinen Auslenkungen von der Ruhelage kénnen wir
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1 M2?
H= ST+ — > (g1 —a;)? (5.68)
J J

schreiben. Dabei haben wir ¢, 11 mit q_,, identifiziert, so dass es also auch
zwischen den Gitterbausteinen bei z_,, und z,, eine Wechselwirkung wie
zwischen anderen Nachbarn gibt.

Der Ausdruck (5.69) fir die Hamilton-Funktion ist wie im Abschnitt Kleine
Schwingungen erortert, mit B = 1 und

21 0.cevnnn, 0-1
“1 2-1 0.ovvnnn.. 0
0-1 2-1 0...... 0

D= . (5.69)
0 enen. 0-1 2-1 0
0 e 0-1 2-1
N T 0-1 2

Die Diagonalisierung gelingt am einfachsten, wenn man komplex rechnet. We-
gen der Translationsinvarianz setzen wir eine Welle an,

¢ ezkx]— —wt 7 (5.70)

und erhalten die Beziehung

. ka
sin —
2

w =22

(5.71)

Allerdings ist nicht jede Wellenzahl zuldssig, denn ¢; und gj4, miissen
iibereinstimmen. Das bedeutet

2
krzzj fiir r=-m,—m-+1,....,m. (572)
n a

Wie man sieht, sind die Eigenfrequenzen zu k_, und k, entartet. Es ist da-
her zweckméflig, mit dem Realteil und dem Imaginérteil der entsprechenden
Eigenvektoren zu rechnen.

Wir setzen

V2 cos(jr2m/n) fiir r € [-m, —1]

1 firr=0 . (5.73)
V2sin(jr2n/n) fir r € [1,m)]
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2 ) ) ) ) ) ) )
G
St :
0 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
ka

Abb. 5.1. Dispersionsbeziehung einer geschlossenen linearen Kette, hier aus
13 Gliedern

Die Spalten dieser Matrix sind normierte Eigenvektoren zu (5.69), einer reellen
symmetrischen Matrix. Daher sollte R orthogonal sein. Wir priifen das nach?:

m=3;

n=2*xm+1;
Rz=sqrt(1/n)*ones(n,1);
j=C-m:m);

r=(-m:-1);
Rc=sqrt(2/n) *cos (2*pi*j’*r/n) ;
r=(1:m);
Rs=sqrt(2/n)*sin(2*pixj’*r/n);
R=[Rc Rz Rs];

© 00~ O Uk W N

konstruiert die Matrix R.

Die néichste Programmzeile
10  tiny=norm(R’*R-eye(n))+norm(R*R’-eye(n))

priift RfR = RRT = I nach. Mit dem Ergebnis, etwa 10~ ', sind wir zufrieden.

Wir konstruieren nun die Matrix D:

11  main=2%ones(n,1);
12  next=-ones(n-1,1);

Smita=1und 2=1
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D=diag(next,-1)+diag(main)+diag(next,1);
D(1,n)=-1;
D(n,1)=-1;

Der folgende Befehl diagonalisiert D,

Omega=1;
omega2=0Omega”2*R’*D*R;

Den Vektor der Eigenwerte haben wir in (5.71) berechnet,
omega=2*0mega*abs (sin(j*pi/n));

nun vergleichen wir, ob das stimmt:
tiny=norm(omega2-diag(omega."2))

Ein Fehler von 2 x 107'° zeigt an, dass wir richtig gerechnet und programmiert

haben.

Jeder Eigenvektor beschreibt eine Schwingungsmode, also eine harmonische
Bewegungsform mit einer einzigen Frequenz. Die Amplitude dieser Mode ist
gerade die entsprechende Normalkoordinate. Weil unser System durch lineare
Differentialgleichungen beschrieben wird, konnen wir die Normalschwingun-
gen iiberlagern:

Q:(0)

Wr

() =D RjrQr(t) mit Qu(t) = Qr(0) cosw,t + sinw,t. (5.74)

Bei dem Beitrag (Qy mit Kreisfrequenz wg = 0 ist der Grenzwert

Qo(t) = Qo(0) + Qo(0) ¢ (5.75)

gemeint. Es handelt sich um die starre Bewegung des gesamten Ringes mit
konstanter Geschwindigkeit. Das erkennt man auch daran, dass der zugehorige
Eigenvektor identische Komponenten hat.

Die Normalkoordinaten und -impulse sind durch
Q =R'q und P=R'p (5.76)

gegeben, und daraus folgt sofort

{Qr, P} = Z(RT)rj{ijpk}Rks = 0rs (5.77)
ik
sowie!®

10 wir bezeichnen die transformierte Hamilton-Funktion wiederum mit H
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_ 1 2 M 212
H*WZT:PT +7ZT:%QT. (5.78)

Alle bisher angefiihrten Uberlegungen bleiben richtig, wenn unter H der
Hamilton-Operator eines Kristallgitters verstanden wird. Auch wenn man die
Operatoren ’Abweichung von der Ruhelage’ ¢; mit einer orthogonalen Ma-
trix zu neuen Observablen @), transformiert, bleiben die kanonischen Vertau-
schungsregeln bestehen,

(@Qr, Ps] = ihd,.s1 . (5.79)

Damit beschreibt (5.78) ungekoppelte harmonische Oszillatoren, die wir schon
kennen.

Mit
Mw 1
A, = “Q,+i P, .
o7 Qr +i Mo, (5.80)
lasst sich (5.78) umschreiben in
H* =) hw,AfA, . (5.81)

Dabei haben wir die bedeutungslose Nullpunktsenergie )" fw, /2 weggelas-
sen.

Aus den Vertauschungsregeln
(A, A] =0 und [A,, Al] =6, (5.82)

folgt, dass Al A, ein Zahloperator ist, mit Eigenwerten 0,1,2.... Nach einiger
Zeit wird man nicht mehr vom dritten Anregungszustand der Mode r reden.
Man sagt vielmehr, dass drei entsprechende Phononen'' vorhanden sind.
Die Ergebnisse dieses Abschnittes sind typisch, auch fiir das realistische drei-
dimensionale Gitter.

Die Schwingungseigenzustinde sind ebene Wellen, die durch einen Wellen-
vektor k charakterisiert werden. Die Dispersionsbeziehung w, = wq (k) ist
bei geniigend kleinen Wellenvektoren linear. Dabei unterscheidet der Index
a zwischen zwei transversalen Schwingungsformen und einer longitudinalen.
Die drei Moden zu k = 0 entsprechen der Translationsbewegung des gesamten
Kristalls. Die Anregungsenergie des Gitters ldsst sich als

H =Y Y hwa(k)Al(k)As(k) (5.83)

a=L,T"'T" k;éo

schreiben.

11 Schallteilchen
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5.7 Anharmonische Schwingungen

Man spricht allgemein von Schwingung, wenn der Zustand des Systems zwi-
schen einem Minimal- und Maximalwert schwankt. In diesem Sinne vollfiihrt
der Abstand eines Planeten von der Sonne eine Schwingung. Die Schwingung
ist harmonisch, wenn die Abweichung von einer Mittelpunktslage sich zeitlich
rein periodisch éndert,

q(t) = g+ acos(wt — ¢). (5.84)

Wir haben in den beiden voranstehenden Abschnitten erst abstrakt gezeigt,
dann konkretisiert, dass Systeme mit einem Energieminimum bei kleinen Ab-
weichungen vom Gleichgewicht schwingen. Diese Schwingungen kénnen in har-
monische Schwingungen mit verschiedenen Kreisfrequenzen zerlegt werden.

Wenn die Abweichungen vom Gleichgewicht gréfler werden, wird es sich nach
wie vor um Schwingungen handeln. Allerdings lésst sich nun die potentielle
Energie nicht mehr durch eine quadratische Form beschreiben, und wir miissen
uns etwas Neues einfallen lassen.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem ganz gewohnlichen ebenen Pendel
beschéftigen. An einer starren Stange der Lange ¢ hingt die Masse M im
Schwerefeld g. Der Winkel # = ¢ misst die Abweichung von der Ruhelage.
Das Problem wird durch die Hamilton-Funktion

P>+ Mgl (1 —cosq) (5.85)

1
H =
2M 02
beschrieben. Wir wollen uns den Kopf fiir Wichtigeres frei machen und setzen

]\4:,6:9:]_7

1
H= §p2 + (1 —cosq). (5.86)

Léngen werden in Einheiten von ¢ gemessen, Massen in Einheiten von M, und
die Zeit in Einheiten von +/¢/g.

Dieses System hat ein stabiles Gleichgewicht bei (p,q) = (0,0). In der Nihe
des Gleichgewichtes hat man es mit

1 1
H=-p"+-¢ :
5P T 54 (5.87)
zu tun, also mit den Bewegungsgleichungen
¢=p und p=—q. (5.88)

Sie werden durch

q(t) = Acost und p(t) = Asint (5.89)
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gelost'2. Das sind Kreise im Phasenraum: Naherungen fiir kleine Amplituden
A an die richtigen Bewegungsgleichungen

g=p und p=§= —sing. (5.90)

Es gibt eine Reihe von Niherungsverfahren fiir anharmonische Schwingungen.
Sie haben stark an Bedeutung verloren, seitdem billige und schnelle Rechner
sowie gute Software allgemein verfiighar sind.

In MATLAB! etwa wiirde man das ebene Pendel so behandeln. Man beschreibt
das Richtungsfeld der Differentialgleichung in einer MATLAB-Datei:

1 % this file is pendulum.m
2  function ydot = pendulum(t,y)
3 ydot=[y(2); -sin(y(1))];

Diese Funktion iibernimmt die Zeit und den Zustandsvektor y = (¢,p) und
gibt y als Spaltenvektor zuriick.

Der Befehl
>> ode45(’pendulum’, [0 20], [0 0.31);

integriert das angegebene Richtungsfeld von t = 0 bis ¢ = 20, und zwar
mit der Anfangsbedingung (qo,po) = (0,0.3). Das Ergebnis wird sofort gra-
phisch dargestellt. ode45 beruht auf einem Runge!*-Kutta'®-Verfahren vierter
bzw. fiinfter Ordnung mit automatischer Schrittweitensteuerung®. MATLAB
stellt eine ganze Reihe solcher Verfahren bereit, auf deren Vor- und Nachteile
wir hier nicht eingehen wollen.

Der Aufruf
>> [t,y]l=ode45(’pendulum’, [0 20], [0 0.3]);

unterdriickt die graphische Ausgabe. Dafiir werden die Zeitpunkte, fiir die ein
neuer Zustandsvektor berechnet worden ist, in einem Vektor t zuriickgegeben,
die zugehorigen Zustédnde in einer Matrix y, mit einer Zeile fiir jeden Zeit-
punkt. Mit

>> plot(t,y(:,1),t,y(:,2));

beispielsweise kann man dann die Ergebnisse graphisch darstellen oder ander-
weitig verarbeiten. Auch ist

12 die zweite Integrationskonstante kénnte eine Zeitverschiebung ¢ sein

13 Fin méichtiges und auf die Erfordernisse der Physik zugeschnittenes Paket fiir
numerische Berechnungen und graphische Darstellungen.

14 Martin Wilhelm Kutta, 1867 - 1944, deutscher Mathematiker

15 Carl David Tolmé Runge, 1856 - 1927, deutscher Mathematiker

16 ode steht fiir ordinary differential equations, gewdhnliche Differentialgleichungen
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>> E=0.5%y(:,2). 2+1-cos(y(:,1));
>> plot(t,E-E(1));

ganz interessant, man kann damit die Energieerhaltung (als Indikator fiir die
Qualitéit der Losung) numerisch iiberwachen

Wir skizzieren hier nur noch einige Versuche, anharmonische Schwingungen
analytisch zu behandeln.

Dabei beschranken wir uns auf kleine Abweichungen von der quadratischen
Form:

2 2 4

¥ @ q
=4+ L4 91
H="+%5 -5+ (5.91)

Das fithrt auf die Bewegungsgleichung

¢
Es liegt nun nahe, ¢ = Acost + dg anzusetzen und nach der Amplitude

A zu entwickeln. Wir fithren das hier gar nicht erst durch, weil folgender
grundsétzlicher Einwand schwer zu entkréiften ist. Man kann zwar die Diffe-
rentialgleichung gut approximieren, trotzdem schaukeln sich kleine Fehler in
der Differentialgleichung im Laufe einer langen Zeit zu groflen Fehlern der
Losung auf. Man spricht von sikularen Fehlern'”.

In vielen Fillen hat sich die folgende verbliiffend einfache Ndherung bewéhrt.
Die Bewegung bleibt rein periodisch, aber die Frequenz &ndert sich mit der
Schwingungsamplitude.

In unserem Falle setzen wir ¢ = A coswt in (5.92) ein:

, A3 (3 1
A(—w* + 1) coswt = < 2 coswt + 7608 3wt | +.... (5.93)

Wir streichen den zu cos 3wt proportionalen Beitrag und berechnen

w(A)=1 16 + ... (5.94)
Wie schon Galilei gewusst hat, &ndert sich die Frequenz nicht mit der Ampli-
tude — bei kleinen Pendelauslenkungen A. Das hatte er festgestellt, als er die
Schwingungsdauer des Kronleuchters im Dom zu Pisa mit seinem Herzschlag
verglich. Bei grofleren Auslenkungen wird die Frequenz kleiner, die Schwin-
gung dauert also linger. Auch das ist wohlbekannt. Es ist eine interessante
Herausforderung, die Niherung (5.94) mit der (numerisch) exakten Losung
zu vergleichen.

17 aus der Astronomie des Planetensystem: Fehler, die sich erst nach Jahrhunderten

bemerkbar machen
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5.8 Radialsymmetrische Massenverteilung

Zwei Punktmassen m und M im Abstand R ziehen sich bekanntlich mit der
Kraft

F =Gy (5.95)

an'®. Wir formulieren das etwas genauer.

Auf die Masse m bei & wirkt eine Kraft F = F(x) ein, die proportional
zur beschleunigten Masse ist. Die Kraft F' ist der negative Gradient eines
Potentials, mamlich des Gravitationspotentials der Masse M bei y. Es gilt
also

GM

F(z) =—-mV¢(x) mit ¢(x)= prEE

(5.96)
Wenn es sich bei M nicht um eine Punktmasse handelt, muss man iiber die
Massendichte ¢ integrieren:

d3
o) = —¢ [ Tyvew) (5.97)
lz -yl
Wir nehmen nun an, dass die Massenverteilung radialsymmetrisch ist. Mit
R = x|, r = |y| und xy = Rrcosf = Rrz konnen wir in

[e'S) 1 d
(i)(w):—27rG/0 drr?o(r) [lm (5.98)

umformen.

Das z-Integral rechnen wir mit Hilfe von

d \/— Rr
——+VR2+4+712—-2Rrz = 5.99
dz ‘/R2+T2 —2Rrz ( )

aus. Wir miissen bei der Auswertung zwischen r < R und r > R unterschei-
den.

Im Falle » < R ergibt sich

1
d
—/ —VR2+12—2Rrz=2r, (5.100)
_1dz

im Falle » > R berechnen wir 2R. Damit gilt

R 0o
o(x) = —%/0 dr 4mr?o(r) — G/R dr 4mro(r) . (5.101)

18 G =6.67 x 107" m3kg~'s™? ist die universelle Gravitationskonstante
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Offensichtlich ist das Potential ebenfalls radialsymmetrisch, héngt also nur
von R = |x| ab. Der zugehérige Gradient ist

M(R) z mit M(R) = /OR dr4mr?o(r) . (5.102)

—V¢(IB) =-G R2 R

Im Abstand R vom Zentrum einer sphérisch symmetrischen Massenverteilung
wirkt auf die Probemasse m die Kraft

mM (R)
ein. Nur die Masse M (R), die sich ndher am Kraftzentrum befindet als die
Probemasse, triagt bei.

Schon Isaak Newton kannte diesen Sachverhalt, der alles andere als trivial ist.

Es handelt sich um eine Besonderheit des 1/r-Potentials.
(5.103) hat zum Beispiel kosmische Konsequenzen.

Nach der heutigen Vorstellung dehnt sich das Universum aus. Jede Stelle
konnte der Mittelpunkt sein. Alle anderen Galaxien flichen!? mit einer Ge-
schwindigkeit v, die proportional zum Abstand R ist (Hubble-Gesetz??).

Wir versetzen uns also in Gedanken an irgendeine Stelle im Universum. Eine
Galaxie mit Masse m im Abstand R erfihrt die radiale Beschleunigung

. mM(R)
Wir multiplizieren das mit R und stellen fest, dass
o M
po ME o mM(ER) (5.105)

2 R

sich zeitlich nicht andert.

Jetzt, zur Zeit tg, gilt R = HyR. Je weiter entfernt eine Galaxie ist, umso
grofer ist ihre Fluchtgeschwindigkeit, die man an Hand der Dopplerverschie-
bung feststellen kann. Also gilt:

2
E=m % (Hg - 8?” GQO> (5.106)

ist zeitlich konstant.

19 wenn man die Doppler-Rotverschiebung der Spektrallinien auf eine Fluchtbewe-
gung zuriickfiihrt. Tatsédchlich handelt es sich um eine mit der Zeit fortschreitende
Dehnung des Raumes und damit auch der Photonenwellenlénge.

0 Edwin Hubble, 1889 - 1953, US-amerikanischer Astronom
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0o ist dabei die heutige (iiber riesige Bereiche des Universums gemittelte)
Massendichte. In einem homogenen Universum sollte die Massendichte im
Laufe der Zeit zwar abnehmen, aber iiberall gleich sein.

An (5.106) ist bemerkenswert, dass allein die gegenwirtige Massendichte g
und die gegenwirtige Hubble-Konstante Hy dariiber entscheiden, ob sich das
Universum unermiidlich ausdehnen wird oder ob es, bei negativer Gesamt-
energie, wieder in sich zusammenstiirzt. Der Grenzfall wird durch

3H?2

= 1
3G (5.107)

Qo
festgelegt. Wie wir heute wissen, ist dieses naive Bild zu naiv. Insbesondere
tragt die normale, sichtbare Materie nur mit etwa vier Prozent zur beobachte-
ten Ausdehnung des Weltalls bei. So genannte dunkle Materie (z. B. schwarze
Locher) ist mit weiteren 23 Prozent beteiligt, aber den Léwenanteil von mehr
als 70 Prozent, den man als dunkle Energie bezeichnet, hat man noch nicht
verstanden.

Gemifl dem Motto?! ’equal equations have equal solutions’ haben wir mit un-

serer Uberlegung auch nachgewiesen, dass eine radialsymmetrische Ladungs-
verteilung o = o(r) das elektrische Feld

QR) =z

E(x) = —
() dmegR2 R

R
mit Q(R) :/0 dr 47r? o(r) (5.108)

erzeugt. Wiederum ist bei R nur die ndher am Zentrum befindliche Ladung
wirksam.

Im Gegensatz zur Gravitation gibt es positive und negative Ladungen, die
sich autheben koénnen. Eine insgesamt neutrale Ladungsverteilung, wie die
des Neutrons oder eines Atoms, erzeugt in grofier Entfernung iiberhaupt kein
elektrisches Potential und damit auch kein elektrisches Feld.

Dieser Befund ist fiir die Stabilitéit der Materie von entscheidender Bedeutung.
Eine Ansammlung von Molekiilen (normale Materie also) ist lokal neutral.
Herausgeschnittende Kugeln wechselwirken erst einmal nicht mit der Umge-
bung. Erst vor etwa 30 Jahren konnte mathematisch rigoros gezeigt werden:
diese Eigenschaft ist dafiir verantwortlich, dass die Bindungsenergie nur pro-
portional zur Teilchenzahl wichst. Das ist der tiefere Grund, warum die in-
nere Energie proportional zur Masse oder zum Volumen ist und deswegen
wird beispielsweise Treibstoff nach Litern berechnet. Zwar kauft man nicht
das Volumen oder die Masse, sondern die verwertbare Energie, aber die sind
zueinander proportional.

2! Richard Feynman
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5.9 Kontinuumsmechanik

Ein Kontinuum besteht aus materiellen Punkten. Auf der Nanometerskala
sind die materiellen Punkte grofle Gebiete und enthalten viele Teilchen. So
viele, dass man im Sinne der Statistischen Thermodynamik mit dem Grenz-
wert N — oo operieren darf. Auf der Meter- oder Millimeterskala ist der
materielle Punkt dagegen so klein, dass man ihn zu Recht als Punkt beschrei-
ben kann.

Ein Wasserwiirfel mit der Kantenldnge 1 Millimeter enthélt immerhin N =
3 x 10'Y Molekiile. Das sind so viele, dass man die relative Fluktuation =~
VN /N = 2x 10710 der Teilchenzahl ignorieren darf. Andererseits ist fiir einen
Schiffsbauer oder fiir den Installateur solch ein Wiirfel wirklich ein Punkt.

Wir beschreiben einen materiellen Punkt durch seine Lage « und durch sein
Volumen dV. Wir reden im Folgenden von addier- und transportierbaren
Groflen (Quantititen). Das sind Eigenschaften, die proportional mit der Teil-
chenzahl wachsen und die von strémenden Teilchen mitgeschleppt werden.
Beispiele sind Masse, elektrische Ladung, Impuls, Drehimpuls, kinetische, po-
tentielle und innere Energie sowie Entropie.

Y sei solch eine addier- und transportierbare Grofle. Die Menge an Y in einem
materiellen Punkt bei & mit Volumen dV zur Zeit ¢ wird als

dY = o(Y;t,x)dV (5.109)

geschrieben. Damit fithren wir die Dichte o(Y") ein.

Mit dA = n dA bezeichnen wir eine kleine Fliche, deren Normale in Richtung
n weist. Bei x tritt zur Zeit t in der Zeitspanne dt die Menge

dY = j(Vit,z)dAdt (5.110)

von der Riickseite zur Vorderseite durch die Flidche. j(Y) ist eine Stromdichte.
Gemeint ist natiirlich, wieviel mehr von der Riickseite zur Vorderseite fliefit
als in der umgedrehten Richtung.

Im materiellen Punkt kann die Grole Y auch erzeugt werden. Wieviel, wird
durch

dY =n(Y;t,x)dV dt (5.111)

erfasst. 7(Y") heifit Quellstiirke.

Alle diese GroBen, Dichte, Stromdichte und Quellstéirke, sind Felder, hingen
also von der Zeit t und vom Ort x ab. Die partielle Ableitungen nach der Zeit
bezeichnen wir mit V, die partielle Ableitung nach der i-ten Ortskomponente
mit V;. Im Sinne der Einsteinschen Summenkonvention werden die Summen
iiber zweifach auftretende Indizes i = 1,2, 3 weggelassen.
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driickt aus, dass sich die Dichte auf Grund von Umverteilung und auf Grund
von Produktion dndern kann. Das erkennt man, wenn (5.112) iiber ein Gebiet
G integriert wird:

d .
i@ g dVo(Y) = — /ag dAjF(Y)+ /g ava(Y). (5.113)

Das Oberflachen-Integral iiber die Stromdichte bezeichnet den Abfluss aus
dem betrachteten Gebiet G, mit dem negativen Zeichen ist es der Zufluss. Die
Menge an Y im Gebiet kann pro Zeiteinheit zunehmen, weil durch die Ober-
fliche 0G etwas zuflieit und weil im Gebiet produziert wird. Die Quellstéirke
wird letztendlich dadurch definiert, dass Zuwachs und Abfluss sich nicht auf-
heben.

Mit o = o(M) bezeichnen wir die Massendichte. Weil es ohne Massen-
dichte auch keine Massenstromdichte geben kann??, darf man die Massen-
stromdichte durch die Massendichte dividieren, und das definiert ein Ge-
schwindigkeitsfeld. Wir schreiben also j;(M) = pv; und erkldren damit die
Stromungsgeschwindigkeit v;. Weil die Masse erhalten ist, gilt

VtQ+ViQ’Ui =0. (5114)

Jede Stromdichte kann man in zwei Anteile zerlegen. Der eine, o(Y) v;, wird
als Stromungsanteil bezeichnet. Wenn Materie stromt, dann nimmt sie die Ei-
genschaft Y mit. Der Rest wird mit J;(Y) bezeichnet und heifit Leitungsanteil.
Wir zerlegen also immer geméaf

§i(Y) = o(Y)v; + Ji(Y) (5.115)

in Stromungs- und Leitungsanteil.
Der Leitungsanteil der Massenstromdichte verschwindet definitionsgemésf.

Wir betrachten jetzt die drei Komponenten Py des Impulses. gvy ist die Im-
pulsdichte. Die Impuls-Stromdichte schreiben wir als

]z(Pk) = QURV; + JZ(Pk) mit JZ(Pk) = T . (5116)

Ty; ist der Spannungstensor?®. Die Quellstirke 7(Py) = fi gibt an, wieviel
Impuls pro Zeit- und Volumeneinheit produziert wird. Es handelt sich also
um die Volumendichte einer dufleren Kraft.

22 im Gegensatz zur elektrischen Stromdichte, die es auch bei verschwindender La-

dungsdichte geben darf

23 in der ilteren Literatur oft mit o;; bezeichnet
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Die Bilanz-Gleichung fiir den Impuls schreibt sich damit als
Viovi + Vi { ovpvi — Tii } = fie. (5.117)

Auch der Drehimpuls Ly ist eine addier- und transportierbare Grofle. Mit
dem Levi-Civita-Symbol? ¢;;;, erkldren wir die Dichte, Stromdichte und die
Quellstéarke fiir Drehimpuls:

Q(Lk) = EkrsmTQ(Ps)a
]z(Lk) ekrsxrji(Ps)7
m(Ly) = €xrsrm(Ps) . (5.118)

Wenn man in die Bilanz-Gleichung fiir den Drehimpuls
Vio(Ly) + Viji(Ly) = m(Lg) , (5.119)

in die Bilanzgleichung (5.117) fiir den Impuls einsetzt, dann ergibt sich die
Beziehung

Tei = Ti - (5.120)

Der Spannungstensor ist symmetrisch.

Die Mechanik eines Kontinuums wird durch die Massendichte, die Strémungs-
geschwindigkeit und durch den Spannungstensor beschrieben, durch die Felder
0, v; und T;i. Weil der Spannungstensor symmetrisch ist, hat man es mit zehn
Feldern zu tun. Dafiir gibt es aber nur die vier partiellen Differentialgleichun-
gen (5.114) und (5.117).

Um weiter zu kommen, braucht man zusétzliche Gleichungen, die das Konti-
nuum genauer beschreiben. Mit einem &hnlichen Problem hatten wir es schon
in der Elektrodynamik zu tun:

Fiir die zwolf Felder E, B, D, H gibt es nur acht Maxwell-Gleichungen, die
von der Dichte of und Stromdichte j £ der frei beweglichen Ladung angetrieben
werden. Zusétzliche Materialgleichungen wie D = eegE miissen die Liicke
schlieflen.

Zusatzliche Materialgleichungen, funktionale Zusammenhénge zwischen Mas-
sendichte, Stromungsgeschwindigkeit und Spannungstensor, miissen fiir genii-
gend zusétzliche Information sorgen.

Ganz allgemein gilt, dass sich die Kraft auf ein Gebiet als

FkZ/dek—l—/ dA; Ty; (5.121)
g oG

schreiben ldsst. Mit der Dichte fj der dufleren Kraft wird auf das Gebiet G
eingewirkt, mit dem Spannungstensor Ty; auf die Oberfliche 9G.

24 Tullio Levi-Civita, 1873 - 1941, italienischer Mathematiker
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5.10 Hydromechanik

Der Spannungstensor T;j lasst sich folgendermaflen interpretieren. Man stellt
(in Gedanken) eine kleine Fliche dA = ndA in das Medium. n ist ein Ein-
heitsvektor. An dieser Fliche zieht das Medium auf der Vorderseite mit der
Kraft

Wenn beispielsweise die Fldchennormale in 3-Richtung weist, dann ist dA Ts3
eine Zugkraft, und dA T3 sowie dATs3 sind Scherkréfte.

Ein fluides Medium, eine Fliissigkeit oder ein Gas also, ist dadurch gekenn-
zeichnet, dass es keine Scherkrifte gibt. Das bedeutet

Tik = —p 5ik- (5123)

p = p(t, x) ist der Druck im Medium zur Zeit ¢ an der Stelle x.

Allerdings ist (5.123) nur die halbe Wahrheit. Die Formel gilt so nur dann,
wenn das Medium gar nicht oder an allen Stellen mit gleicher Geschwindigkeit
stromt. Wenn die Stromungsgeschwindigkeit einen Gradienten besitzt, dann
kann es durchaus wegen innerer Reibung zu Scherkriften kommen.

Schon auf Newton geht die Vorstellung zuriick, dass die innere Reibung pro-

portional zu den Geschwindigkeitsunterschieden sein wird. Heute driicken wir
das durch

Tik = —pOix +1{ Vivk + Viv; } (5.124)

aus. Der zusétzliche Beitrag zum Spannungstensor ist zum Geschwindigkeits-
gradienten proportional. Die Materialkonstante n heifit Viskositét.

Die Materialgleichung (5.124) beschreibt ein Newtonsches Fluidum. Wasser?®
ist in sehr guter Ndherung eine Newtonsche Fliissigkeit.

Wasser ist obendrein nahezu inkompressibel. Wir modellieren das durch
Vi’l}i =0. (5'125)

Setzt man nun (5.124) und (5.125) in die Bilanzgleichung fiir den Impuls ein,
dann ergibt sich die beriihmte Navier-Stokes-Gleichung?®

o{Vivr + v;Viug } = —=Vip + nAvg + fi . (5.126)

Massendichte ¢ und Viskositdt 1 sind Materialparameter. Die Kraftdichte f
ist vorgegeben, meist2” (0,0, —go). Die Stromungsgeschwindigkeit v; und der

25 grch. véwp, daher Hydrodynamik

26 Claude Louis Marie Henri Navier, 1785 - 1836, franzosischer Mathematiker und
Physiker

27 Schwerkraft, 3-Richtung nach oben, Schwerebeschleunigung g
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Druck p werden gesucht. Das sind vier Felder, und dafiir gibt es auch vier
partielle Differentialgleichungen, nédmlich (5.125) und (5.126).

Die linke Seite der Navier-Stokes-Gleichung muss als 'Masse x Beschleuni-
gung pro Volumeneinheit’ gelesen werden. Um das zu verstehen, fithren wir
die substantielle Zeitableitung D; ein. Darunter versteht man die zeitliche
Verdnderung, die ein mitschwimmender Beobachter wahrnimmt:

ft+dt,x + dtv) — f(t,x)
dt

D:f = = {Vt +’Uivi} f. (5.127)

Damit kann man die Navier-Stokes-Gleichung auch als
oDy, = —Vip + nAvg + fi (5.128)

schreiben.
Die rechte Seite hat drei Beitréige.

Auf ein beliebiges Fldchenstiick iibt die Materie auf der Vorderseite und auf
der Riickseite eine Kraft aus. Nur wenn sich der Druck ortlich dndert, wird
von der einen Seite mehr gedriickt als von der anderen, und es kommt zu einer
Beschleunigung. Wéachst der Druck an, dann treibt das zuriick. Damit wird
das Vorzeichen plausibel.

Dasselbe gilt fiir den zweiten Term. Der Geschwindigkeitsgradient stellt ei-
ne Kraft pro Fldcheneinheit dar, die von beiden Seiten mit verschiedenem
Vorzeichen auf ein Flichenstiick einwirken. Nur wenn sich der Geschwindig-
keitsgradient ortlich &ndert, fithrt das zur Beschleunigung. Das Vorzeichen
kann man sich so plausibel machen: Wenn die Umgebung schneller ist, dann
wird der Massenpunkt auf Grund von innerer Reibung beschleunigt. Wir wer-
den spéter zeigen, dass 7 > 0 eine Konsequenz des zweiten Hauptsatzes ist.

Der letzte Term, die duflere Kraft pro Volumeneinheit, bedarf keiner ndheren
Erlduterung.

Der Reibungsterm bewirkt, dass Geschwindigkeitsunterschiede abgebaut wer-
den, wihrend der Turbolenzterm v;V,;v; gerade Stellen mit hohen Geschwin-
digkeiten und Geschwindigkeits-Gradienten bevorzugt.

Das Verhéltnis der beiden Effekte kann man durch die Reynolds-Zahl?®
_ ot
n

Re (5.129)

abschétzen. Dabei sind g und v typische Werte fiir Massendichte und Ge-
schwindigkeit, und ¢ bezeichnet eine typische Linge des Problems.

Ist die Reynolds-Zahl klein, dann spricht man von laminarer?®, von einer ge-

schichteten Stromung. Benachbarte Massenpunkte bleiben benachbart. Bei

28 Osborne Reynolds, 1842 - 1912, britischer Physiker
29 lat. lamina: Schicht
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grofier Reynolds-Zahl wird die Strémung turbulent®. Urspriinglich dicht be-
nachbarte Massenpunkte sind wenig spéter weit voneinander entfernt.

Fiir den Umschlag von laminarer in turbulente Strémung moége die Reynolds-
Zahl 10* als Anhaltspunkt dienen.

5.11 Beispiele zur Hydromechanik

Wir beschiéftigen uns mit einer inkompressiblen Newtonschen Fliissigkeit. In-
kompressibel bedeutet, dass das Stromungsfeld divergenzfrei ist,

Dass es sich um ein Fluidum handelt, wird durch
ik = —Pdik (5.131)

ausgedriickt. Dabei ist T der reversible Beitrag zum Spannungstensor, der
sich unter Bewegungsumkehr3! normal verhilt. Der irreversible Beitrag T
zum Spannungstensor beschreibt die innere Reibung:

i =n{Vivk + Viv} . (5.132)
All das zusammen fiihrt auf die Navier-Stokes-Gleichung
0 { Vivg + v; Vv, } =—-Vip+ HAU}C + fk . (5.133)

Man kann die Hydromechanik grob danach einteilen, wie der schwierige Term
v; Vv, behandelt wird:

e Hydrostatik bedeutet vy = 0, daher gibt es kein Problem mit v; V;vg.
e Bei kleiner Reynolds-Zahl kann man v; Vv streichen.
o v;V,vi fillt aus Symmetriegriinden weg.

e Bei grofler Reynolds-Zahl hat man es mit Turbulenz zu tun, v; Vv bereitet
Schwierigkeiten.

5.11.1 Hydrostatik

Zeitableitungen und Stromungsgeschwindigkeiten verschwinden. Zu 16sen ist

Vip = fi- (5.134)

30 lat. turbo: Wirbel, Unruhe
M aa(t) — za(—t)
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Wir setzen als duflere Kraft die Schwerkraft

f(t,z) =(0,0,—g0) (5.135)

an, mit g als Schwerebeschleunigung.

Wenn es sich um Wasser handelt, mit konstanter Massendichte p, dann be-
rechnet man

p(2) = p(0) + goz (5.136)

fiir den Druck in der Tiefe z unter der Oberflache.

Ubrigens kann man damit sofort die Auftriebskraft auf ein Gebiet G in der
Fliissigkeit ausrechnen, also

F = / dA T}, (5.137)
oG

Wir setzen T}, = —pd;, = —goxsdi; ein und benutzen den GauBschen Satz.
Wegen V3 = d3; ergibt sich F; = F = 0 und

F3 = —gg/ dV = —govol (G). (5.138)
g

Dass die Auftriebskraft entgegengesetzt gleich der Gewichtskraft der ver-
driingten Fliissigkeitsmenge ist, hat schon Archimedes3? gewusst.

5.11.2 Stokessche Formel

Man betrachtet eine ruhende Kugel bei = 0, die von einer zdhen inkom-
pressiblen Fliissigkeit umspiilt wird. In grofier Entfernung vom Kugelmittel-
punkt soll das Strémungsfeld die Form v = (0,0, v, ) haben. Auf der Kugelo-
berldche |x| = R muss die Stromungsgeschwindigkeit verschwinden. Im Falle
Voo R < 1 wird die stationédre Losung durch

—Vip+nAv, =0 und V;u; =0 (5.139)

beschrieben. Wir stellen hier nur das Ergebnis vor. Mit der Abkiirzung & =
R/r ldsst sich

AT DU VN Do
E_(l 45 45)53k+4(§ 3) 2

(5.140)

schreiben. Wie man leicht sieht, verschwindet das Feld an der Kugeloberfléche,
und im Unendlichen gilt v3 = v4,. Auch die Symmetrie stimmt: die 3-Richtung

32 Archimedes, 285 v.Chr. - 212 v.Chr., griechischer Mathematiker und Physiker
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ist ausgezeichnet, ansonsten kommt nur r vor. Dass das Feld divergenzfrei
ist, muss man nachrechnen. Aus der vereinfachten Navier-Stokes-Gleichung
(5.139) gewinnt man den Druckgradienten, der zum Druckfeld

3R133

T (5.141)

integriert werden kann.

Man sieht, dass der Druck auf der angestrémten Seite hoher ist als auf der
Riickseite. Das fiihrt auf die Kraft '/ = 3mnRv,, in 3-Richtung.

Nun muss man noch den Reibungsanteil n(V;v;+ Viv;) zum Spannungstensor
ausrechnen und iiber die Kugeloberfliche integrieren. Das ergibt denselben
Beitrag F'" = 3mnRuvs, insgesamt also

F =6mnRus . (5.142)

Man beachte, dass diese Kraft proportional mit dem Radius der Kugel wéchst
und nicht mit der Fliche, wie man naiv annehmen wiirde. Die Stokessche
Formel (5.142) wird oft zur Bestimmung der Viskositét einer Fliissigkeit her-
angezogen. Man muss dabei sicherstellen, dass der Kugelradius und die Ge-
schwindigkeit klein genug bleiben.

5.11.3 Hagen-Poiseuille-Gesetz

Wir betrachten ein Rohr mit kreisformigem Querschnitt (Durchmesser 2R).
Die Rohrachse soll mit der 3-Achse zusammenfallen. r sei der Abstand von
der Achse. Aus Symmetriegriinden setzen wir

vy =vy =0 und v3 = v(r) (5.143)

an. Die Schwerkraft spielt hier keine Rolle, und wir rechnen mit konstantem
Druckabfall p’ = —V3p in Strémungsrichtung.

Der Ansatz (5.143) garantiert ein divergenzfreies Stromungsfeld. Die Navier-
Stokes-Gleichung fiir v; und fiir vs ist auch erfiillt. Fiir vs ergibt sich Avg =
—p’/n. Wegen Av =v” +v’/r und mit v(R) = 0 ergibt sich

v = M(R2 —r?). (5.144)
4n

Fiir den Durchfluss erhalt man damit
. R T
V:27r/ drrvs = — |p’| R, (5.145)
0 3n

das Gesetz von Hagen®? und Poiseuille®*.

33 Gotthilf Hagen, 1797 - 1884, deutscher Ingenieur
34 Jean Louis Marie Poiseuille, 1797 - 1869, franzdsischer Mediziner und Physiker
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Hier ist der in den Geschwindigkeiten quadratische Term aus Symmetrie-
griinden weggefallen.

Das Gesetz von Hagen und Poiseuille besagt, dass ein Rohr mit doppeltem
Durchmesser viermal soviel Wasser leiten kann als ein Biindel aus vier einfa-
chen Rohren, die zusammen denselben Querschnitt haben.

5.12 Elastomechanik

Der Zustand eines elastisch deformierbaren Mediums wird durch das Verschie-
bungsfeld u; = u;(x) beschrieben. Ein materieller Punkt, der ohne Belastung
die Koordinaten @ hat, befindet sich im belasteten Zustand an der Stelle
' =z +u(x).

Einen benachbarten Punkt, bei & 4+ dx, wird man nach der Belastung an der
Stelle

x; + dz; + ui(x + doe) = x; + do; + ui(x) + dz; Vju () (5.146)
wiederfinden. Der Vektor dz; éndert sich also durch die Belastung in

dz) = (6; + Vju;) dz;, (5.147)
so dass man fiir das Abstandsquadrat den Ausdruck

ds'? = dz}dz] = (6;5 + Viuj + Vjug + ... ) dodag (5.148)

erhélt. Die fortgelassenen Terme sind im Verschiebungsgradienten, der klein
sein soll, von zweiter Ordnung.

Man sieht, dass sich Abstéinde nur dann d&ndern, wenn der Verzerrungstensor

_ Viu; + Vjuyg

Sik 5

(5.149)

von Null verschieden ist. Eine starre Verschiebung oder Drehung des Mediums
fiihrt nicht zur Verzerrung.

Die Absténde selber édndern sich bei Verzerrung wie

S »kdx ‘dmk
ds' =ds {14 2L 22 4 5.150
S S { + 02 } ( )
Fiir die relative Volumenénderung eines kleinen Gebietes gilt
dv’' —dv
— S, (5.151)

av
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Zu einer Volumenverdnderung kommt es nur dann, wenn der Verzerrungsten-
sor eine von Null verschiedene Spur hat. Eine blofle Scherung des Materials
wird durch einen spurlosen Verzerrungstensor beschrieben.

Ohne Belastung gibt es keine Verzerrung. Wir nehmen an, dass eine kleine
Belastung dann auch nur zu einer kleinen Verzerrung fithrt, dass also der

Verzerrungstensor linear vom Spannungstensor abhéngt. Dieser Befund ist
das Hookesche®® Gesetz:

Sij = NijriThr - (5.152)

Der Tensor A vierter Stufe muss unter ¢ < j symmetrisch sein, ebenso unter
k < l. Weil die elastische Energie quadratisch im Verzerrungstensor ist, muss
A zusétzlich unter der Vertauschung (i,j) < (k,l) symmetrisch sein. Das
fiihrt auf maximal 27 unabhéngige Elastizitdtskonstanten.
Bei einem isotropen Material hat man es nur mit zwei unabhéngigen Elasti-
zitatskonstanten zu tun.
Wir stellen uns eine Sdule der Hohe h und mit Querabmessung ¢ vor. Zieht
man auf diese Sdule mit der Kraft o pro Flacheneinheit, dann wird sich die
Hohe proportional zur Héhe und zu ¢ dndern:

oh o

2. 1
= (5.153)

Die Proportionalitidtskonstante F ist der Elastizitdtsmodul des Materials.

Die Saule wird dabei schmaler. Wir schreiben

oq o
—=—-v—= 5.154
und definieren dadurch die Poissonsche Querkontraktionszahl v.

Die relative Volumenénderung ist

1% o
SAAYE R, ) 1
=) (5155)

und deswegen muss die Querkontraktionszahl einen Wert zwischen 0 und 1/2
haben.

Fiir ein isotropes elastisches Medium kénnen wir damit

1+v

Sy =%

Ti; — %5@‘ Trk (5.156)

schreiben.

Ein linearer Zusammenhang zwischen zwei Tensoren S und T in einem iso-
tropen Medium lésst sich nur tiber S;; = ody; + 56;;Tkr herstellen.

3% Robert Hooke, 1635 - 1703, britischer Physiker und Mathematiker
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Indem man die Spur berechnet,

1—2v
E

Skk = e (5.157)

kann man die Beziehung (5.156) umstellen:

E

Ty = ——
14+v

v
{ Sij + T, 9ii Sk } : (5.158)
In die Bilanzgleichung fiir den Impuls muss man 1y, fiir das Geschwindigkeits-
feld einsetzen. Weil wir ohnehin schon in linearer Néherung rechnen, lassen
wir konsequent den Term V;viv; weg. Damit hat man die folgenden drei
Differentialgleichungen fiir die drei Komponenten des Verschiebungsfeldes zu
16sen:

1
1—-2v

oty = { Auy, + ViViu; } + fr. (5.159)

2(1+v)
Zur Erinnerung: fi beschreibt die duflere Kraft pro Volumeneinheit; das ist
meist die Schwerkraft f = (0,0, —pog).

5.13 Beispiele zur Elastomechanik

Die Elastomechanik3S ist ein weites Feld. Hiuser, Staudémme, Briicken, Auto-
mobile und Flugzeuge: immer muss in der Konstruktionsphase berechnet wer-
den, ob die eingesetzten Materialien den Druck- oder Zugbelastungen stand-
halten werden.

Der Spannungstensor ist symmetrisch und kann demzufolge orthogonal dia-
gonalisiert werden. An jedem Punkt gibt es ein lokales kartesisches Koordi-
natensystem, so dass der Spannungstensor diagonal ist. Positive Eigenwerte
bedeuten Spannung, negative dagegen Druck. Das Material hilt nur einer be-
stimmten Spannungs- und Druckbelastung stand, und diese Grenzen diirfen
nirgendwo iiberschritten werden.

Aber auch Wellenausbreitung in elastischen Medien ist ein interessanter Ge-
genstand.

Wir wollen hier nur zwei Beispiele behandeln.

5.13.1 Torsion

Ein Rundstab der Liange ¢ mit Durchmesser 2R ist an seinem unteren Ende
(z = 0) fest eingespannt. Am oberen Ende (z = ¢) wird ein Drehmoment N
ausgeiibt. Welcher Zug- und Druckbelastung ist das Material ausgesetzt?

36 engl. structural mechanics
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Als Verschiebungsfeld setzen wir
cos(yxz)xy — sin(yas)xs — 1

u = | sin(yx3)zy + cos(yrs)ra — X2 (5.160)
0

an. Dabei steht « fiir den Torsionswinkel pro Stabldngeneinheit. Wir entwi-
ckeln das in

up = —yT2x3 , Uz =yr12z3 und uz =0. (5.161)

Daraus ergibt sich der Verzerrungstensor

0 0 —XT2
Sijzg 0 0 2 |- (5.162)
—T2 T1 0

Die Spur des Verzerrungstensors verschwindet, es handelt sich also um eine
reine Scherung.

Zum Verzerrungstensor (5.162) gehért der Spannungstensor

0 0 —T2
~vE
Ty = ——— . 1
I T3asn | O 0™ (5.163)
—Xo T1 0

Die Beziehung V,;T;; = 0 fiir das mechanische Gleichgewicht ist offenbar
erfiillt.

Wir rechnen nun das Drehmoment N = Nj iiber den Stabquerschnitt aus:

E nR*
N = / dl’ldl‘g (l’lTQg - £E2T13) == i L . (5164)
z§+m§§R2 1+v 4
Damit kénnen wir den Spannungstensor in
0 0 —$2/R
2N
Tij = s} 0 0 z1/R (5.165)

7%2/R1’1/R 0

umschreiben.
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Die Eigenwerte des Spannungstensors sind

2Nr 2Nr
le—m 5 T2:0 und T3:7TR4.

(5.166)

Wie man sieht, wird das Material auflen am meisten beansprucht. Ein Feder-
stab beispielsweise muss so dimensioniert werden, dass die maximale Zugbe-
lastung®” nicht iiberschritten wird.

Um wieviel sich das nicht eingespannte Stabende verdreht, ist durch den Aus-
druck

~ 2(1+wv)¢N

a=~l= —E R (5.167)

gegeben. Die Abhéngigkeit von der Stablinge ¢, vom Drehmoment N und
vom Elastizitdtsmodul E leuchten sofort ein. Dass der Drehwinkel mit dem
Radius wie 1/R* geht, ist nicht unmittelbar einsichtig, wird aber durch eine
Dimensionsbetrachtung nahe gelegt.

5.13.2 Elastische Wellen

Wir erinnern uns an die partielle Differentialgleichung fiir das Verschiebungs-
feld:

oiiy = vkviui} . (5.168)

1
A
{ uk+1—21/

2(1+v)
Von einer dufleren Kraftdichte sehen wir hier ab. Es handelt sich um eine
Wellengleichung vom Typ ii = ¢ Au, mit ¢ als Schallgeschwindigkeit.

Es ist zwischen zwei Fillen zu unterscheiden: die Verschiebung steht senkrecht
auf der Ausbreitungsrichtung, oder sie ist parallel dazu.

Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit nehmen wir an, dass sich die
elastische Welle (Schallwelle) in 3-Richtung ausbreitet. Die longitudinale Welle
stellt sich so dar:

0
u(t,x) = 0 . (5.169)

Az cos(kxs — wt)

Das fithrt zu der Beziehung

&

1—v
2 242 .

=cik t =y —. 5.170
w cik” mit cp, 0500 —2) . ( )

37 etwa 1073 F



214 5 Mehr Mechanik

Die transversale Welle sieht so aus:

A cos(kxs — wt)
u(t,xz) = A | Ay cos(kxs — wt) | - (5.171)
0

Die Beziehung zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl ist nun

1 E
22k mit ep =4 —— | —. 5.172
w® = cpk® mit cp i+ \ 2 ( )

Schallgeschwindigkeiten sind einfach zu messen. Aus den Werten fiir die lon-
gitudinale und fiir die transversale Schallausbreitung lassen sich dann, bei
bekannter Massendichte, sowohl der Elastizitdtsmodul als auch die Poisson-
sche Querkontraktionszahl bestimmen. Aber Vorsicht: damit misst man die
adiabatischen Werte, nicht die isothermen, die in statischen Rechnungen ge-
braucht werden.
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Mehr Elektrodynamik

Wir formulieren die moderne Vorstellung iiber Zeit und Raum. Das Haupt-
augenmerk liegt auf dem Minkowski-Raum und der Poincaré-Gruppe (spezi-
elle Relativitéitstheorie), wir erwiihnen aber auch die Verallgemeinerung zum
Riemannschen Raum sowie die Feldgleichungen fiir den metrischen Tensor
(allgemeine Relativititstheorie).

Im Vordergrund steht die Forderung nach Kovarianz, insbesondere der Theorie
des FElektromagnetischen Feldes, die in Viererschreibweise verbliiffend elegant
aussieht. Die vertraute Formel iiber die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes muss nun allerdings zu einem Ausdruck fiir Dichte und Stromdichte von
Energie und Impuls erweitert werden.

Dass kovarianten Formulierungen mehr sind als #sthetische Spielereien: das
demonstrieren wir in einem Abschnitt {iber EFbene Wellen. Die Tatsache, dass
Kreisfrequenz und Wellenvektor sich zusammen wie ein Vierervektor trans-
formieren, macht die verschiedenen Doppler-Effekte fiir Licht und die Licht-
aberration unmittelbar verstandlich.

Der Abschnitt {iber Retardierte Potentiale soll zweierlei verdeutlichen. Ein-
mal, dass sich die elektromagnetische Wechselwirkung mit Lichtgeschwindig-
keit ausbreitet. Zum anderen: unter verschiedenen Losungen kann man dieje-
nige auswahlen, bei der die Ursache der Wirkung vorangeht. Kausalitat wird
von den Maxwell-Gleichungen nicht erzwungen, sie ist aber damit vertraglich.

Nach dieser Vorbereitung diskutieren wir die Erzeugung elektromagnetischer
Wellen durch Oszillierende Dipole. Wir leiten Formeln her, die den Energie-
verlust beschleunigter Ladungen beschreiben. Das ist der Ausgangspunkt fiir
das Versténdnis astrophysikalischer Phdnomene, fiir die Theorie der Antennen
und fiir vieles mehr.

Wir wenden uns nun der Optik zu. Die Lichtausbreitung in transparenten
oder schwach absorbierenden Medien wird durch eine Antwortfunktion be-
schrieben, oder, nach Fourier-Transformation, durch ein komplexwertige Per-
mittivitdt. Die Kramers-Kronig-Beziehungen verkniipfen den Real- und den
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Imaginérteil der Permittivitét, weil die Ursache stets der Wirkung vorausge-
hen muss. Ohne Absorption keine Brechung. In anistropen optischen Medien
ist die Permittivitdt ein Tensor (Doppelbrechung). Interessante Effekte tre-
ten auf, wenn die Permittivitat als Tensor nicht symmetrisch ist, entweder
aufgrund magnetischer Phénomene oder wegen einer dem Material innewoh-
nenden Schraubeneigenschaft (Faraday-Effekt und optische Aktivitit).

Die moderne Integrierte Optik beruht auf ortsveréinderlichen Permittivitéiten,
wobei die Abmessungen der Strukturen mit der Lichtwellenléinge vergleich-
bar sind. Wir erértern das Phinomen der Wellenleitung und diskutieren im
Abschnitt {iber die Numerische Lisung der Modengleichung entsprechende
Verfahren.

Der Abschnitt zur Supraleitung soll wengistens in die phinomenologische Be-
schreibung einfiithren.

6.1 Zeit und Raum

Ereignisse finden im Zeit-Raum-Kontinuum statt. Mit ¢ als Lichtgeschwindig-
keit im Vakuum schreiben wir 2% = ¢t anstelle der Zeit ¢. Die Zeit wird also

als Weg gemessen?.

Den Ort parametrisieren wir wie iiblich in Bezug auf ein kartesisches Ko-
ordinatensystem (nach Descartes). Zeit und Ort eines Ereignisses fassen wir
zu dem Vierertupel z = (2%, 2!, 22, 23) zusammen. In diesem und in einigen
spéteren Abschnitten sollen Indizes 4, j ... iber den Wertebereich von 0 bis 3

laufen.

Der folgende Tensor

10 0 O

i 0-10 0

g9 = gij = (6.1)
00 -10
00 0 -1

wird bald eine wichtige Rolle spielen.

6.1.1 Minkowski-Geometrie

Die Beziehung zwischen zwei benachbarten Ereignissen beschreibt man durch
den Vierervektor dz = (dx°,dx!,dz? dz3). Die dx® sind infinitesimale Dif-

! Eine Nanosekunde ist etwa 30 cm lang
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ferenzen zwischen den Koordinaten benachbarter Punkte im Zeit-Raum-
Kontinuum. Man berechnet?

do = gijdr'da’? = (dz®)? — (da')? — (da?)? — (dz®)?. (6.2)

Ein vierdimensionales Kontinuum mit dem durch (6.1) erkldrten metrischen
Tensor ist ein Minkowski-Raum?. Man spricht in diesem Zusammenhang auch
von Minkowski-Geometrie.

Wenn die Ereignisse gleichzeitig stattfinden, dann gilt do < 0. Im Falle von
do = 0 spricht man von einer lichtartigen Beziehung. Wenn sich die Ereignisse
am selben Ort zutragen, do > 0, dann liegt ein zeitartiges Verhéltnis vor.
Man beachte, dass diese Feststellungen invariant sind gegen Zeit- und Orts-
verschiebung und gegen Drehung des kartesischen Koordinatensystems. Wir
verlangen dasselbe fiir eine beliebige Transformation zwischen zwei Inertial-
systemen.

Inertialsysteme zeichnen sich bekanntlich dadurch aus, dass sich kréftefreie
Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Deswegen muss die Um-
rechnungsvorschrift zwischen zwei Inertialsystemen ¥ und X' linear sein:

' =a'+ Al (6.3)
Die Forderung dé = do fiihrt auf
Gij ANy = gp . (6.4)

Mit A;p = gij/ljg und A%, = ¢¥¥ A,y lisst sich in Ag,g% Ay = g umformen.
In der iiblichen Matrixschreibweise* heifit das

Afgh=g. (6.5)

Reelle 4 x 4-Matrizen, die (6.5) erfiillen, bilden eine Gruppe mit der Einheits-
matrix [ als neutralem Element, die Lorentz-Gruppe. Zusammen mit den
durch a; parametrisierten Translationen (Verschiebungen) in Zeit und Raum
bilden die durch (6.3) beschriebenen Transformationen die Poincaré-Gruppe.

Objekte, die sich unter Poincaré-Transformationen (6.3) wie
Vi= AL VI (6.6)

transformieren, heiflen Vierervektoren mit kontravariantem (hochgestelltem)
Index. Vierervektoren mit einem kovarianten Index transformieren sich geméf

Vi = A7V (6.7)

2 Einsteinsche Summenkonvention: tritt in einem Term derselbe Index einmal oben,
einmal unten auf, dann ist dariiber zu summieren

3 Hermann Minkowski, 1864 - 1909, deutscher Mathematiker und Physiker

4 mit A ist hier das Zahlenschema Aij gemeint.
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Die Koordinatendifferenzen dz® bilden einen kontravarianten Vierervektor.
Die partiellen Ableitungen

0
- Ot

0; (6.8)

dagegen sind der Prototyp eines kovarianten Vierervektors®.

Mit dem entsprechenden g-Tensor zieht man Indizes nach oben und nach
unten. V;V* transformiert als Skalar. Genau das besagt die Forderung do =
da.

Objekte mit mehreren Indizes, kovariant oder kontravariant, transformieren
sich entsprechend.

Die Trajektorie eines Teilchens beschreibt man durch eine Kurve z* = () im
Zeit-Raum-Kontinuum. w* = dz'(s)/ds ist der Tangentenvektor. Wir wihlen
den Parameter s so, dass w;w’ = ¢? gilt, also

2
ds:m—%dt. (6.9)

v = dx/dt ist die iibliche Dreier-Geschwindigkeit. Der gemi8 (6.9) festgelegte
Parameter s ist die Eigenzeit der betreffenden Trajektorie. Wenn ein Teilchen
ruht, stimmen Zeit und Eigenzeit iiberein. Lebt ein Teilchen nur eine gewisse
Eigenzeit 7, dann kann es bei grofler Geschwindigkeit sehr lange dauern, bis
es nach der Zeit 7 zerfillt.

Bei kleinen Geschwindigkeiten® sind w und v dasselbe. Es liegt daher nahe,
den Vierervektor p' = mw® als Viererimpuls des Teilchens mit Masse m zu
bezeichnen. Man berechnet

0 me
R — 6.10
P V1—wv2/c? (6.10)
und
muv
pP=— 6.11
V1—v2/c? (6.11)
Das sind vertraute Formeln.
E = pPc ist die Energie des Teilchens, das erkennt man an
0 mc? 2, M o
=mec*+ —v +.... (6.12)

= ———
P V1 —v2/c? 2

® Die Verhiltnisse werden sehr viel komplizierter, wenn die Metrik g;; und
die Transformationsmatrizen A,7 von der Stelle z im Zeit-Raum-Kontinuum
abhéngen.

5 im Vergleich mit der Lichtgeschwindigkeit c
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Der Impuls ist
p V1—v2/c?

Wir halten fest:

mo+.... (6.13)

e Teilchentrajektorien werden durch vier Funktionen z¢(s) beschrieben.

e Die Vierergeschwindigkeit w’(s) = dx'(s)/ds hat den Wert ¢, im Sinne von
w;w® = ¢2. Damit ist s die Eigenzeit des Teilchens.

e Mit der Vierergeschwindigkeit w’ ist der Viererimpuls p' = mw® verbun-
den. cp® ist die Gesamtenergie des Teilchens, p sein Impuls.

Wenn auf das Teilchen ein elektromagnetisches Feld einwirkt, gilt
dp' = qF";da’? . (6.14)
q ist die Ladung des Teilchens. Wir vergleichen das mit der Lorentz-Formel
dp = qdtE 4 gqdx x B (6.15)

fiir die Kraft eines elektrischen Feldes E und eines Magnetfeldes” B auf ein
Teilchen mit Ladung q.

(6.14) und (6.15) stimmen iiberein, wenn man

0 —FE')e—-E%/c—E3/c
o | EYVe 0 B B 016
| e BB 0 B (616

E3/c —B2 B' 0

setzt. Dieser antisymmetrische Tensor £ beschreibt das elektromagnetische
Feld.

Wertet man damit die Formel (6.14) fir den Index ¢ = 0 aus, so ergibt sich
d(p°c) = qEdx . (6.17)

Das wussten wir schon: wenn man ein mit ¢ geladenes Teilchen im elektrischen
Feld E um die kleine Strecke dx verschiebt, dann nimmt dessen Energie um
qEdx zu, und das Magnetfeld leistet keine Arbeit.

Das elektromagnetische Feld F* muss sich wie ein Tensor mit zwei kontra-
varianten Indizes transformieren, damit die Gleichung (6.14) in allen Inertial-
systemen dieselbe Gestalt hat.

7 genauer: der Induktion



220 6 Mehr Elektrodynamik

Alles passt zusammen. Eine Zeit- und drei Raumdimensionen ergeben ein
vierdimensionales Kontinuum. Objekte kénnen Skalare sein (eine Komponen-
te), Vektoren (4 Komponenten), Tensoren zweiter Stufe (16 Komponenten),
usw. Die Tensoren zweiter Stufe wiederum kénnen symmetrisch sein (10 Kom-
ponenten) oder antisymmetrisch(6 Komponenten). Die Eigenschaft, symme-
trisch oder antisymmetrisch zu sein, bleibt bei der Transformation

T = A A TH (6.18)

néamlich erhalten.

Weil das elektromagnetische Feld E, B sechs Komponenten hat, muss es sich
um einen antisymmetrischen Tensor F'¥/ zweiter Stufe handeln.

6.1.2 Riemannsche Geometrie

Wir haben die Vorstellungen der speziellen Relativitiatstheorie iiber Raum und
Zeit in kartesischen Koordinaten und mit einer gleichférmig verlaufenden Zeit
formuliert, so dass (6.1) die Metrik beschreibt. Natiirlich kann man auch mit
krummlinigen Koordinaten rechnen, z.B. mit Polarkoordinaten fiir den Raum.
Der metrische Tensor ist dann so umzurechnen, dass der Zeit-Raum-Abstand
do zwischen zwei Ereignissen unverdndert bleibt. Krummlinige Koordinaten
konnen fiir die Losung bestimmter Probleme von Nutzen sein, sie beschreiben
aber keine neue Physik.

Wir wollen in diesem Teilabschnitt die grundlegenden Konzepte der Einstein-
schen allgemeinen Relativitédtstheorie vorstellen, in der die Schwerkraft nicht
mehr vorkommt, sondern als Zeit-Raum-Kriimmung auftritt.

Wir miissen dafiir die Forderung fallen lassen, dass es globale Inertialsysteme
gibt. Wir bestehen nicht mehr darauf, dass es Koordinatensysteme gibt, fiir
die der metrische Tensor im gesamten Zeit-Raum-Kontinuum der Minkowski-
Tensor (6.1) ist. Mit beliebigen Koordinaten gilt vielmehr

do = g;;(z)dz'da? 6.19
J

der metrische Tensor ist zeit- und ortsabhéngig, und wir sprechen von einem
Riemannschen® Raum. Wechselt man das Koordinatensystem, dann ist der
metrische Tensor © — g;1(x) so umzurechnen, dass (6.19) unveréndert bleibt.
Wir verlangen lediglich, dass es fiir jeden Zeit-Raum-Punkt x ein Koordi-
natensystem gibt, so dass dort der Tensor die Minkowski-Gestalt (6.1) hat,
dass also lokal ein Minkowski-Raum vorliegt. Man spricht aus naheliegenden
Griinden von einem Satelliten-Bezugssystem: in einem hinreichend kleinen
Satelliten® merkt man die Schwerkraft nicht.

8 Bernhard Riemann, 1826 - 1866, deutscher Mathematiker
% Einstein hat 6fters von einem frei fallenden Fahrstuhl geredet.
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Jeder Trajektorie C zwischen zwei festgehaltenen Punkten a und b mit zeitar-
tiger Beziehung kann man das Linienintegral

/c \/ 9ij (z)dxidz (6.20)

zuordnen. Diejenige Trajektorie, fiir die dieses Funktional minimal ist, nennt
man eine geodétische Linie. Im Minkowski-Raum mit dem metrischen Tensor
(6.1) sind das Gerade'®. Analog wird nun gefordert, dass Kérper, auf die keine
Krifte wirken, sich auf geodétischen Linien bewegen sollen. Man beachte, dass
von Schwerkraft nicht mehr die Rede ist. Die Wirkung der Schwerkraft (als
Scheinkraft) besteht vielmehr darin, dass die geodétischen Linien in der Néhe
groBer Massen keine Geraden!! sind.

Das Studium differenzierbarer Mannigfaltigkeiten mit beliebiger Metrik ist
mathematisch sehr aufwéindig, und wir driicken uns hier darum. Ohne saubere
Definition und ohne Herleitung stellen wir fest:

Es gibt einen Tensor R, der die Raumkriimmung beschreibt. Der Kriim-
mungstensor entsteht durch mehrfaches Differenzieren des metrischen Ten-
sors g;x(x) nach den Koordinaten. Die Formeln dafiir sind kompliziert, und
wir schreiben sie hier nicht an. Der Minkowski-Raum ist flach in dem Sinne,
dass der Kriimmungstensor verschwindet, R;; = 0. Beispielsweise stimmt im
gekriimmten Raum die Flidche einer Kreisscheibe mit Radius R nicht unbe-
dingt mit 7R? iiberein, sie kann groBer oder kleiner sein.

Die Kriimmung des Zeit-Raum-Kontinuums ist Ausdruck der Schwerkraft, die
durch die Massenverteilung o verursacht wird. Damit die gesuchte Gleichung
fiir den Kriimmungstensor den Anspriichen an allgemeine Kovarianz gentigt,
muss man den Ausdruck oc? zum Energie-Impuls-Tensor T}, aufweiten. i = 0
beschreibt die Energie, die Indizes 1,2,3 den Impuls. Der Index k& = 0 steht fiir
die Dichte, die Indizes 1,2,3 fiir die Stromdichte (jeweils mit den passenden
Faktoren c). Den Beitrag des elektromagnetischen Feldes zum Energie-Impuls-
Tensor werden wir im Abschnitt Energie und Impuls herleiten.

Die Einsteinschen Feldgleichungen sind

R — ggik + Agi. = SZTGTik~ (6.21)
Dabei steht R fiir die Spur des Kriimmungstensors. G ist die universelle Gravi-
tationskonstante, und A, eine Zahl, wird als kosmologische Konstante bezeich-
net. Sie ist so klein, dass sie sich bei der Planetenbewegung nicht bemerkbar
macht. Fiir die Expansion des Kosmos, die sehr gut durch (6.21) beschrieben
wird, ist der kosmologische Term jedoch wichtig!2.

10 Jineare Beziehung zwischen Zeit und Ortskoordinaten

1 yor dem Hintergrund einer Minkowski-Metrik

12 Das zur Zeit favorisierte Modell ACDM spricht von A and Cold Dark Matter:
der kosmologische Term und kalte dunkle Materie bestimmen die Dynamik des
Kosmos.
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Bei kleiner Abweichung des metrischen Tensors von der Minkowski-Form und
mit A =0 gilt

2
goo =1+ g , (6.22)

mit dem herkémmlichen Gravitationspotential ¢. Aus (6.21) wird
—A¢ = 4nGo, (6.23)

wie es sein soll. Daraus folgt die bekannte nichtrelativistische Formel fiir das
Gravitationspotential einer Massenverteilung!?.

Wie man sieht, ist der metrische Tensor g;;(x) nichts anderes als das ver-
allgemeinerte Gravitationspotential, ein Tensorfeld. Er wird durch Randbe-
dingungen und (6.21) festgelegt, insbesondere durch die Massenverteilung.
Diese wiederum ist die Verteilung von Massen, die sich auf geodétischen Li-
nien bewegen, wie sie durch den metrischen Tensor vorgegeben werden. Die
Massenverteilung bestimmt den metrischen Tensor, und dieser die Massen-
verteilung. Die Eigenschaften des Zeit-Raum-Kontinuums und die Bewegung
der darin enthaltenen Materie sind eng miteinander verkniipft. Der Kosmos,
zumindest was seine Struktur und seine Dynamik im Groben angeht, ist ein
physikalisches System.

6.2 Das elektromagnetische Feld

Das elektromagnetische Feld macht sich durch seine Wirkung auf geladene
Teilchen bemerkbar. Mit s als Eigenzeit gilt fiir die Trajektorie eines Teilchens
die folgende Bewegungsgleichung;:

mi' = qF';i7 . (6.24)

Dabei steht der Punkt fiir die Ableitung nach der Eigenzeit, m fiir die Masse
und ¢ fiir die Ladung des Teilchens. Wie die Komponenten des antisymmetri-
schen Tensors F* heiflen, findet man im voranstehenden Abschnitt.

Diese Gleichung fiir die Einwirkung eines elektromagnetischen Feldes auf die
Bewegung eines geladenen Teilchens ist keinesfalls beliebig. Weil von der Ei-
genzeit die Rede ist, muss #;&’ unbedingt konstant bleiben. Multipliziert man
(6.24) mit @, so ergibt sich nach trivialen Umformungen

mi i = %gxx = qFy;i'dd . (6.25)

13 Sjehe dazu auch den Abschnitt 5.8
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Das verschwindet, weil F' ein antisymmetrischer Tensor sein soll. Damit steht
aber auch fest, dass #;&° = ¢? eingehalten wird, die Bedingung dafiir, dass s
die Eigenzeit ist.

Wir halten fest: der Feldtensor F™ in (6.24) muss antisymmetrisch sein.

Die Maxwell-Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld sind partielle Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung.

Die Divergenz des Feldtensors ist ein Vierervektor, namlich

VE/c
. ~ViEY/c? +(V x B)!
O, F™* = B/ 1 (6.26)
~ViE?/c* + (V x B)?
~ViE3/c? +(V x B)?
Wenn man die elektrische Stromdichte j um die Komponenten j° = cp
ergéinzt, kann man also

1 .
— O, Fik = jF (6.27)
Ho

schreiben. Das ist wegen 60#062 =1 mit
1
6eVE=p und —VXxB-¢V:E=3j (6.28)
Ho
gleichwertig.

Nicht nur die Divergenz, auch die Rotation des elektromagnetischen Feldes
kann man in Viererschreibweise angeben. Dazu muss man das Levi-Civita-

Symbol €% wie gewohnt definieren, als total antisymmetrischen Tensor mit
€923 = 1. Die Forderung
IR Fry =0 (6.29)

ist dasselbe wie
VB=0und VXE+V;B=0. (6.30)

Das elektromagnetische Feld ist rotationsfrei, seine Divergenz wird durch die
Viererstromdichte bestimmt. Die Maxwell-Gleichungen kann man also auch
so anschreiben:

1 ) . . .
o O F* = ¥ und 9;F* =0 mit F'* = *0Fy,. (6.31)

Die Maxwellsche Elektrodynamik und die Einsteinschen Relativitidtstheorie
passen zusammen.
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Ubrigens, weil das elektromagnetische Feld durch einen antisymmetrischen
Tensor beschrieben wird, gilt

ot =0. (6.32)

Das ist die bekannte Kontinuitétsgleichung Vip + Vj = 0. Ladung kann
umverteilt, aber nicht erzeugt oder vernichtet werden, die Quellstéirke fiir
elektrische Ladung verschwindet.

Einen antisymmetrischen Tensor mit verschwindender Vierer-Rotation erhélt
man aus einem Vektorfeld A* gemiB

F9=09'A7 — 97 A", (6.33)
Dass der Feldtensor antisymmetrisch ist, liegt auf der Hand. Dass die Rotation

verschwindet, €7%¢9; (0 Ay — 0y Ag) = 0, ist auch leicht einzusehen.

Indem man ¢ = cA® schreibt, ergibt sich
E=-V¢—-V:A und B=V x A. (6.34)

Das Viererpotential fasst also das gewohnliche elektrische Potential ¢ und das
Vektorpotential A zusammen.

Wie schon in der Einfithrung erértert, gibt es viele Vektorpotentiale A*
die denselben Feldtensor F* beschreiben. Man kann dem Vektorpotential
zusétzliche Einschrankungen auferlegen. Wir fordern hier die Lorentz-Eichung

oA* =0. (6.35)

Damit schreibt sich die Maxwell-Gleichung (6.27) als

1 ,
—04* = j*, (6.36)
Ho

mit dem Quabla-Operator
i 1o
O0=00"= C—QVt —A. (6.37)

Wir fassen zusammen:

(6.36) mit (6.35) definieren zuléissige Vektorpotentiale Ay, aus denen das elek-
tromagnetische Feld mithilfe von F¥ = 9°A7 — 37 A® gewonnen wird. Die
herkémmliche Aufspaltung des elektromagnetischen Feldes in ein elektrisches
Feld E und in ein Magnetfeld'* B wurde im Abschnitt iiber Zeit und Raum
erklirt. Die Aufteilung hangt vom Bezugssystem ab. Das elektromagnetische
Feld F¥ wirkt gemiB (6.24) auf geladene Teilchen ein.

1 wir sollten eigentlich vom Feld der magnetischen Induktion reden
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Wir haben in diesem Abschnitt nichts Neues eingefiihrt. Die vertrauten Glei-
chungen wurden lediglich umgeschrieben, und zwar so, dass die Vertréglichkeit
mit der Relativitdtstheorie ins Auge springt.

Historisch betrachtet stellt sich der Sachverhalt anders dar. Die bewéhrten
Maxwell-Gleichungen standen in offensichtlichem Widerspruch mit der Galilei-
Vorschrift, wie man zwischen gleichwertigen Inertialsystemen umrechnen soll.
Nicht die Maxwell-Gleichungen muss man korrigieren, sondern die Vorstel-
lung von einer universellen Zeit: dieser Gedanke hat die Physik zu Beginn
dieses Jahrhunderts umgekrempelt. In seiner berithmten Veroffentlichung "Zur
Elektrodynamik bewegter Korper’ hat Albert Einstein dargelegt, dass beim
Ubergang zu einem bewegten Koordinatensystem auch die Zeit umzurechnen
ist.

6.3 Energie und Impuls

Wir erinnern uns daran, dass man dem elektrischen Feld eine Energie zu-
schreiben kann. Diese Energie ist das Integral iiber die Energiedichte

€0 2 1 2
=—F —B~. .
w 5 + 20 (6.38)

Die Energiestromdichte, der Poynting-Vektor, ist

1
S=—ExB. (6.39)
Ho
Die Maxwell-Gleichungen erlauben es, die folgende Bilanz-Gleichung zu be-
weisen:

W+ VS=—Ej. (6.40)

Der Term auf der rechten Seite, die Quellstirke elektromagnetischer Feldener-
gie, ist auch unter dem Namen ’Joulesche Warme’ bekannt. Eine irrefithrende
Bezeichnung, denn es handelt sich um die Arbeit der Materie am elektroma-
gnetischen Feld. In vielen Fillen, z. B. in leitenden Materialien mit j = o F,
ist diese Arbeit negativ, und das Feld gibt Energie an die Materie ab, die sich
dabei erwérmt.

Wir sehen uns die Beziehung (6.40) durch die Brille der Relativitétstheorie
an. Man erkennt unschwer, dass es sich um eine Viererdivergenz handelt.
Allerdings ist die Energie selber kein Skalar, sondern die Null-Komponente
eines Vierervektors. Wir suchen daher nach einem Vierertensor II;;, so dass
(6.40) als Spezialfall fur i = 0 entlarvt wird.

Dieser gesuchte Energie-Impuls-Tensor I7;; muss bilinear im elektromagneti-
schen Feld sein, wie wir das aus (6.38) und (6.39) ablesen.
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Als bilinearer Ausdruck bietet sich
. 1.
R* = —FU ;¥ (6.41)
Ho

an, das ist

601?2 Sl/C SQ/C 83/0
Rk — Si/e Bii Riz Ris (6.42)
Sa/c Ra1 Rz Ros

Ss/c R31 Rz Rss
mit der 3 x 3-Matrix!®
1
Ruy = —€oEL.Ep + %(325@ — B,By). (6.43)

Das also war es noch nicht.

Es gibt noch einen im elektromagnetischen Feld bilinearen Tensor, ndmlich
gikRjj.
Dafiir berechnen wir erst einmal die Spur

: 2
R =2¢E* — —B?. (6.44)
Ho

Um IT% = w zu bekommen, miissen wir

1

Hik _ Rik _
4

g* R (6.45)
wiahlen. Das bedeutet konkret

w Si/eSq/cS3/c

ik Sy/e Iy Iy I3 (6.46)
So/c Iy Iy Il

Ss/c I3y I3y Il33

Die 3 x 3 Matrix IT in (6.46) ist der Maxwellsche Drucktensor:

1 1.1
I, = eo(iéabEQ — E.Ey) + — (20 B® — B, By) . (6.47)
Ko 2
15 Dreier-Indizes werden in diesem Abschnitt mit a,b, ... bezeichnet. Sie stehen

grundsétzlich unten
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Mehr dazu spéater. Wir wollen jetzt zeigen, dass

gilt. Fiir ¢ = 0 stimmt das mit (6.40) tiberein. Wir haben also tatséchlich die
Bilanzgleichung fiir die Feldenergie um die Bilanzgleichungen fiir den Feldim-
puls erweitert.

Nun zum Beweis fiir die Behauptung, dass die Viererdivergenz des Energie-
Impulstensors mit dem Produkt aus Feld und Stromdichte iibereinstimmt.

Wir berechnen fiir den zweiten Beitrag zu (6.45)
_lakQZkR ’m:_lazR TVL:_LF alFsm:_LFk alFQk (6 49)
4 m 4 m 2,LL() ms 2,U,0 s -\V-
Der erste ergibt
1 , , 1 . .
— Fp 0 F* — Fiyjt = — — 08 F* — Fiy gt (6.50)
Ho Ho

Dabei haben wir uns auf die Divergenz-Maxwell-Gleichungen berufen und auf
die Tatsache, dass F'* ein antisymmetrischer Tensor ist. Deswegen gilt auch

F0F F¥ = Fp 0 F* = F0'F* . (6.51)
Die rechte Seite von (6.48) steht schon in (6.50). Der Rest kann als

1 A . A
—5— Fie (O'F 4 §FF 1 9P FF) (6.52)
Ho
geschrieben werden. Die Summe in Klammern muss aber wegen der Rotations-
Maxwell-Gleichung verschwinden. Damit ist (6.48) bewiesen.

Die Aussage dieser Gleichung fiir ¢ = 0 haben wir bereits diskutiert.
Wir befassen uns nun mit den Indizes a = 1, 2, 3. Im folgenden Text soll auch
der Index b iiber die Werte 1,2,3 laufen.

Dem elektromagnetischen Feld ist nicht nur eine Energie, sondern auch ein
Impuls zuzuordnen. Die a-Komponente des Feldimpulses hat die Dichte S, /¢,
die Stromdichte I1,; in Richtung b und die Quellstirke —F,0 — €4pc5p Be-

Damit diirfen wir dann (in Dreier-Notation) die Bilanzgleichungen

Sa ,

? + Vpllyp = _QEa - €abc]bBc (653)
fiir die a-Komponente des Impulses schreiben.

Der Raumanteil des Energie-Impuls-Tensors ist der Maxwellsche Drucktensor.
Meist wird er mit einem negativen Zeichen versehen und dann als Maxwell-
scher Spannungstensor bezeichnet. Dass bis auf den Faktor ¢ die Energie-
stromdichte und die Impulsdichte iibereinstimmen, ist natiirlich kein Zufall.
Zum Impuls p = hik eines Photons gehort die Energie F = ¢|p| = hc|k| = hw.
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Durch die Wechselwirkung mit dem elektromagnetischen Feld gewinnt ein
Teilchen pro Zeiteinheit den Impuls q¢FE, + €4p.quy B.. Die gesamte Ladungs-
und Stromverteilung gewinnt dann den Impuls pFE, + €4pcjp Be pro Zeit- und
Volumeneinheit. Genau dieser Impuls geht gemé$ (6.53) pro Zeit- und Volu-
meneinheit dem elektromagnetischen Feld verloren.

Wir fassen zusammen:

e Zum elektromagnetischen Feld F** gehort ein symmetrischer Energie-
Impuls-Tensor IT%.

o OpII"* = —F7,j* ist der pro Zeit- und Volumeneinheit gewonnene Viere-
rimpuls des Feldes.

e Eine Ladungs- und Stromverteilung j* im elektromagnetischen Feld F**
gewinnt pro Zeit und Volumeneinheit den Viererimpuls F*jj*.

e Pro Zeit- und Volumeneinheit gleichen sich die Gewinne an Viererimpuls
fiir das Feld und fiir die Verteilung der geladenen Teilchen aus.

Wir sollten noch die bemerkenswerte Tatsache zur Kenntnis nehmen, dass
gemif (6.44) der Ausdruck

) . )
Ry = Fi*FJ = 2¢)E? — %BZ (6.54)

eine Invariante ist. An jedem Zeit-Raum-Punkt steht also fest, ob das elek-
tromagnetische Feld eher elektrisch oder eher magnetisch ist.

Ubrigens ist auch die Determinante des elektromagnetischen Feldtensors eine
Invariante. Sie hat den Wert

(EB)*

det(F) = =2

, (6.55)

Die Aussage, dass E und B aufeinander senkrecht stehen, gilt also unabhéngig
vom Bezugssystem.

6.4 Ebene Welle

Wir wollen in diesem Abschnitt eine besonders einfache Losung der Maxwell-
Gleichungen studieren, die ebene Welle im Vakuum.

7 16sen ist die Wellengleichung

OA" =0 mit 9;A" =0. (6.56)
Mit

Al(x) = aieiiijj , kjk? =0 und kja’ =0 (6.57)

hat man schnell eine Losung gefunden.
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Der Wellenvektor hat die Form k' = (|k|, k), seine Viererlinge verschwindet
damit. Mit w = |k|c schreibt sich (6.57) als

Ai(t,:c) :aie—zwt—kzkw .

(6.58)
Wir wollen hier nicht auf das elektromagnetische Feld dieser ebenen Welle
eingehen. Wir interessieren uns vielmehr dafiir, wie ein sich bewegender Be-
obachter die Welle wahrnimmt.

Dieser Beobachter bewegt sich in Richtung 3-Richtung mit Geschwindigkeit v.
Wie iiblich fithren wir 3 = v/c ein. Ereignisse in Bezug auf das Inertialsystem
X werden durch Viererkoordinaten Z* beschrieben, die aus den alten durch

7= Al (6.59)

hervorgehen. Die Lorentz-Matrix ist

1/y/1=p52 00-3/y/1-p2
Al = 0 Lo 0 . (6.60)
0 01 0

—B/\/I=F200 1/\/1-32

zt = (ct,0,0,0) wird zu z° = (ct,0,0, —vt)/y/1 — v2/c2. Der alte Koordina-
tenursprung bewegt sich, vom neuen System aus beobachtet, mit Geschwin-
digkeit 23/2° = —v/c, wie vereinbart.

Wenn man vom alten Inertialsystem aus eine ebene Welle mit Wellenvektor &°

beobachtet hat, dann sieht man vom neuen Inertialsystem aus ebenfalls eine
ebene Welle. Diese hat allerdings den Wellenvektor

k= ALK (6.61)

Der Wellenvektor muss sich wie ein Vierervektor transformieren, damit die
Losung (6.57) dieselbe Physik in allen Inertialsystemen darstellt.
Mit k% = (k, 0,0, k) wird beschrieben, dass man sich von der Strahlungsquelle

radial entfernt. Statt der Kreisfrequenz w = k/c beobachtet man nun @, und
es gilt

o |1-p
SV (6.62)

Das ist die bekannte Formel fiir die Rotverschiebung des Spektrums. Die Wel-
lenldngen aller Spektrallinien werden um den gleichen Faktor vergrofiert. Bei
kleinen Geschwindigkeiten lduft das iibrigens auf
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(6.63)

w 1+
— =4 /— 6.64
w 1-3" ( )
was bei kleinen Geschwindigkeiten zu
Y14l (6.65)
w c
wird.

Die Niherungen fiir kleine Geschwindigkeiten (aber auch nur dann!) stim-
men iibrigens mit den Formeln fiir die Dopplerverschiebung'® von Schallwellen
iiberein, wenn man c als Schallgeschwindigkeit interpretiert.

Bewegt sich die Schallquelle senkrecht zum Beobachter, dann gibt es keinen

Doppler-Effekt fiir Schallwellen. Bei elektromagnetischer Strahlung ist das
anders.

Der Vierervektor k! = (k, k,0,0) wird durch (6.60) so transformiert, dass

_ ! (6.66)

V132

gilt. In zweiter Ordnung in 8 = v/c veréindert sich also doch die Wellenlénge
in Richtung Blau.

Wenn der Beobachter sich mit Geschwindigkeit v = S¢ im Winkel 6 zur Lauf-
richtung der Welle bewegt, dann hat fiir ihn diese Welle eine Kreisfrequenz
von

el &

11— [cos®
Vi-p2
Das fasst die bisher diskutierten Spezialfille zusammen.

Der Winkel, unter dem der bewegte Beobachter die ebene Welle sieht, ist
durch

€&

(6.67)

~ /1 —[(?sind (6.68)

gegeben. Dieses Phénomen wird auch als Aberration bezeichnet.

16 Christian Andreas Doppler, 1803 - 1853, dsterreichischer Mathematiker und Phy-
siker
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6.5 Retardierte Potentiale

Wir werden in diesem Abschnitt eine Formel herleiten, mit der man das Vek-
torpotential A’ aus einer vorgegebenen Ladungs- und Stromdichte j¢ berech-
nen kann. Diese Aufgabe ist nicht eindeutig 16sbar. Unter den verschiedenen
Moglichkeiten wéhlen wir die kausale, oder retardierte Losung: die Vergan-
genheit soll die Zukunft bestimmen.

Wir gehen von der Gleichung

1 , .
—0A =" (6.69)
Ho

aus. Zusétzlich muss die Lorentz-Eichung
D AT =0 (6.70)

erfiillt werden.

Nun, der Zusammenhang zwischen Viererpotential und Viererstromdichte ist
linear, und die Koeffizienten der Differentialgleichung sind konstant. Daher
diirfen wir die Losung mit einer Greenschen Funktion G = G(§) schreiben,

A= [ dyGla=9)5'w). (6.71)
(6.69) ist damit genau dann erfiillt, wenn

0G(€) = 5(¢) (6.72)

gilt.

Formal ist diese Gleichung einfach zu l6sen. Wir setzen

616 = [ s Gye ™M (6.73)
an'” und beachten

54 = / (;Z:;l e TiRE (6.74)
Der Vergleich ergibt G(k) = —1/k2, also

G(¢) = f/ (;l:; %e_ikg . (6.75)

17 k¢ steht fir k:&¢ = k00 — k¢
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Wir schreiben das um in

B Pk ke [ dko —ikos® 1 1
G(g)_—/(%)?)e [ 5 Fo — K| o+ [K] (6.76)

und erkennen sofort das Problem: der Integrationsweg —oo < ko < oo auf der
reellen Achse fiihrt {iber zwei Singularitdten! Die Greensche Funktion ist eben
keine Funktion, sondern eine Distribution.

Man verschiebt diese Singularitdten um die infinitesimale positive Gréfe € in
die untere kp-Halbebene:

[k ik 1 1

. 6.77
or ¢ ko — |k| + i€ ko + [k| + ie (6:77)

Uber den Grund fiir gerade diese Wahl reden wir spéter.

Im Falle £ < 0 darf man den Integrationsweg durch einen unendlichen Halb-
kreis in der oberen kg-Halbebene schliefSen. Im Inneren befinden sich dann
keine Singularititen, so dass das Integral (6.77) verschwindet. Damit steht
der Faktor 0(£°) fest. 0 ist die Heavisidesche'® Sprungfunktion.

Im Falle £ > 0 muss man den Integrationsweg in der unteren Halbebene
schlieBen. Beim Zusammenziehen bleibt man an den beiden Polen héngen,
bei kg = —|k| — i€ und bei kg = |k| — ie. Mit dem Residuensatz ergibt sich
| 2.(£0 il £0
_@ B €Z|k|§ B e Z|k|§ B sin\k|§0 (6 78)
2w —2|k| 2|k| k] ’

Die negativen Vorzeichen vor den Briichen beriicksichtigen, dass die Pole im
mathematisch negativen Sinn umlaufen werden.

Jetzt muss man also

3k sin|k|€0 4
GO =0(&") [ iy e R (6.79)

ausrechnen. Wir verwenden Kugelkoordinaten mit der Richtung von & als
Polarachse:

00 : 1 .
G@:e(g(’)/o dkkzsm:é’/_ 5o K€z (6.50)

2
47 1

Weil der Integrand in k gerade ist, kann das Zwischenergebnis

o)
2m2€| Jo

18 Oliver Heaviside, 1850 - 1925, britischer Mathematiker und Physiker

G(&) dk sin k€ sin k|| (6.81)
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in

0
G(¢) = 49755'2' / dle sin k€° sin k|| (6.82)

umgeformt werden.

Das Integral ergibt —m8(£0 + |€]) + w5 (€0 — |€]), wobei der erste Term wegen
0(£°) nichts bewirkt. Damit haben wir

0(£%)d(€° — |€1)

= e

(6.83)

ausgerechnet.

Ein Blick auf (6.71) zeigt, dass £° als das Alter des Einflusses der Viererstrom-
dichte auf das Viererpotential aufzufassen ist. (6.83) garantiert mit 0(¢°), dass
nur zuriickliegende Einfliisse beriicksichtigt werden. Der Faktor §(¢0 — |€])
in (6.83) stellt sicher, dass sich die elektromagnetische Wechselwirkung mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Der Faktor 1/47|€| ist uns ebenfalls vertraut.
Diese erwiinschten Eigenschaften der Greenschen Funktion haben wir in (6.77)
ausgewahlt. Sie sind nicht notwendig. Man kann die beiden Singularitdten an-
ders verschieben und erhélt damit Greensche Funktionen mit anderen Kausa-
litétseigenschaften.

(6.83) in (6.71) eingesetzt ergibt

Ai(Io,m) _ %/dgf jl(xO ||§||7$ 76) ) (684)

Dass dieses retardierte Potential auch der Lorentz-Eichbedingung (6.70) ge-
niigt, folgt sofort aus der Kontinuitiitsgleichung 9;5° = 0.

Man kann (6.84) in geldufigerer Notation auch als

; 1 jlet—lz -yl y
A'(ct,x) = ﬁ/d‘gy ( ar:|y| L y) (6.85)

darstellen.

Die Einschrinkung ¢ = 2° — | — y| definiert den Riickwirts-Lichtkegel
zum Raum-Zeitpunkt x = (2°, x). Der Riickwirts-Lichtkegel besteht aus allen
Punkten des vierdimensionalen Raum-Zeitkontinuums, die den Aufpunkt x
mit Lichtgeschwindigkeiten erreichen konnen. Das ist eine dreidimensionale
Mannigfaltigkeit, iiber die integriert wird. Nur die Ladungs- und Stromdichte
auf dem Riickwérts-Lichtkegel trigt zum Viererpotential jetzt und hier bei.

Prinzipiell kiime auch der Vorwiirts-Lichtkegel y° = 2° + |& — y| in Frage. Der
wurde durch die Entscheidung ausgeschaltet, die Singularitéiten in (6.77) oben
herum zu umschiffen. Damit haben wir uns fiir die kausale Losung entschieden:
erst die Ursache (j*), spiter die Wirkung (A?).
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6.6 Oszillierender Dipol

Wir wollen in diesem Abschnitt annehmen, dass sich Ladung und Stromdichte
zeitlich rein periodisch dndern:

jite) = i@ e . (6.86)
Dabei und auch in den folgenden Formeln ist der Realteil gemeint. Erst wenn
man es mit Ausdriicken zu tun hat, die in den Feldern nicht mehr linear sind,
muss man genauer werden.

Setzt man das in den allgemeinen Ausdruck fiir retardierte Potentiale ein, so
ergibt sich

Afta) =BT [

k = w/c ist die Wellenzahl, die zur Kreisfrequenz w gehort. Wir brauchen
uns nur noch mit dem Vektorpotential A zu befassen, weil sich das skalare
Potential Ay mithilfe der Lorentz-Eichbedingung berechnen lisst.

okl —yl

W Iy). (6.87)

Das Vektorpotential bei « ist eine Superposition von Kugelwellen mit Zentrum
bei y, deren Stirke zur Stromdichte dort proportional ist. So soll man (6.87)
lesen.

Wir wollen nun annehmen, dass die Stromdichte auflerhalb einer Kugel vom
Radius R verschwindet.

Fiir € = rn mit n als Einheitsvektor kénnen wir dann wie iiblich geméf
e —y|l=r—ny+... (6.88)

entwickeln, wobei die fortgelassenen Terme mit r — oo verschwinden. In (6.87)
eingesetzt ergibt sich

. i(kr —wt)
A(t, @) = po—————3(k), (6.89)
mit
j(k) = / dy e MY j(y) (6.90)

als raumlicher Fourier-Transformierten der Stromdichte bei k = kn.

Im Falle kR < 1 hat man es mit langen Wellen zu tun. Die Wellenlénge
A = 27 /k ist viel grofler als die Ausdehnung der Strahlungsquelle.

Das trifft nicht auf ein schnurloses Telefon zu, das bei etwa 2 GHz sendet
und eine Antenne von etwa 3 cm hat. Dann ist kR mit 1 vergleichbar. Fiir
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einen mobilen Kurzwellensender dagegen (Wellenliéinge 50 m, Antennenléinge
1 m) ist kR < 1 eine brauchbare Ndherung.

Wenn die Wellenldnge grof} ist im Vergleich mit der Abmessung des Senders,
darf man (6.90) durch

(k) % 0) = [ i) (6.91)
nihern. Wegen
/d3yjk(y) . /dsyjiviyk = /dBy@yk = dy = —iwdy, (6.92)

gilt dann

. i(kr — wt)

A(t,rn) = —iwpg d, (6.93)

dmr
mit d als dem Dipolmoment der rein periodischen Ladungs- und Stromvertei-
lung.

Der am schwéchsten abfallende Teil des zugehorigen Magnetfeldes ist

2 ei(kr — wt)
B(t,rn) = ”OC ———nxd. (6.94)
7i

Dazu gehort der wie 1/r abfallende Anteil

. i(kr — wt)

E(t,rn) = pow? (nxd)xn (6.95)

drr

des elektrischen Feldes.

Wir ersetzen die Exponentialfunktion durch den Kosinus und rechnen die
Energiestromdichte aus:

pow? cos?(kr — wt)

1
S(t,rn)= —E x B =

o p 653 Inxd?*n. (6.96)

Dieses Zwischenergebnis ist plausibel. Wir haben nur die am schwéchsten ab-
fallenden Feldanteile beriicksichtigt, diese ergeben eine gem#fl 1/72? abfallende
Energiestromdichte. Integriert man das {iber eine Kugel mit Radius r, ergibt
sich eine in geniigend grofler Entfernung abstandsunabhénge Abstrahlleistung.

Die Winkelverteilung entspricht unseren Erwartungen an ein Dipolfeld. Senk-
recht zum Dipol wird am stédrksten abgestrahlt, in Dipolrichtung iiberhaupt
nicht. Das Quadrat sorgt iiberdies dafiir, dass zwischen d und —d kein Un-
terschied ist.
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AuBlerdem wird immer vom Dipol weg abgestrahlt. Mit unserer Entscheidung
fiir die retardierten Potentiale haben wir sichergestellt, dass ein schwingender
Dipol Feldenergie abgibt.

Wir ersetzen den zeitverdnderlichen Term durch seinen Mittelwert und driicken
die Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz durch Zeitableitungen aus:

_ 1 .
S(rn) = Ho 9,22 In xd?n. (6.97)

Man integriert nun iiber eine grofle Kugel. Das Ergebnis ist die zeitgemittelte
Abstrahlleistung

1 o

pP= 3 dn |d|*. (6.98)
Eine ruhende Ladung strahlt nicht. Wenn sich das geladenen Teilchen mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt, entsteht auch keine Strahlung, denn es
gibt ein Inertialsystem, in dem es ruht. Zwei Ladungen mit unterschiedlichem
Vorzeichen, die sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegen, erzeugen dann
auch keine Strahlung. Erst wenn die Ladungen eine Beschleunigung erleiden,
wird ein Strahlungsfeld erzeugt. Das erklirt, warum in (6.98) nicht d oder d
auftritt, sondern d.

Ein mit g geladenes Teilchen verliert pro Zeiteinheit die Energie
P =20 23,5 (6.99)
T

Wiéhrend in (6.98) der Punkt die Ableitung nach der Zeit ¢ bedeutet, ist nun
die Ableitung nach der Eigenzeit s gemeint.

(6.99) kann man folgendermafien plausibel machen. Auf der linken Seite steht
eine relativistische Invariante, ndmlich der Quotient zweier Null-Komponenten
von Vierervektoren. Das Dipolmoment eines mit g geladenen Teilchens ist
d = qx. Um eine relativistische Invariante zu bilden, muss man das Vierer-
Skalarprodukt schreiben und die Zeit ¢ durch die Eigenzeit s ersetzen. Der
Faktor 2 macht die Zeitmittelung des (coswt)2-Beitrages riickgingig.

(6.99) ist ein nidherungsfreies Ergebnis, das wir hier aber nur plausibel gemacht
haben.

Beispielsweise beschreibt

(cs, Rcos(vs/R), Rsin(vs/R),0)

z'(s) = 6.100
(s) =T (6.100)
eine Kreisbahn mit konstanter Geschwindigkeit v und Bahnradius R.
Man priift leicht nach, dass fiir
i(s) = (¢, —vsin(vs/R), v cos(vs/R),0) (6.101)
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tatsiichlich 4;4° = ¢? gilt. s ist also wirklich die Eigenzeit. Die Viererbeschleu-
nigung ist ein raumartiger Vektor mit ;3¢ = —v*/(R%(1 — v?/c?)).
Damit steht fest, wieviel das Teilchen pro Zeiteinheit an Energie verliert:

2 py ¢*ct

C 3cd4m R2 1-p(2°

(6.102)

Wie iiblich haben wir 8 = v/c abgekiirzt.

Diese Abstrahlleistung muss sténdig nachgefiittert werden, damit die Teilchen
ihre Geschwindigkeit behalten kénnen. Man erkennt, warum ein groflerer Be-
schleuniger oder Speicherring besser ist, und man erkennt auch die Proble-
me bei v — c¢. Auf die spektrale Intensitit und die Winkelverteilung der
Synchrotron-Strahlung wollen wir hier nicht eingehen.

Der Ausdruck (6.98) erklirt iibrigens, warm die Streuung von Licht an den
Dichtefluktuationen der Atmosphére zur vierten Potenz der Photonenenergie
hw proportional ist (Rayleigh-Streuung).

6.7 Kramers-Kronig-Beziehung

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Ausbreitung von Licht in einem
transparenten Kristall beschéftigen.

Wir erinnern uns: Materie kann durch das elektromagnetische Feld elektrisch
und magnetisch polarisiert werden. Die Dichte des elektrischen Dipolmo-
mentes ist die Polarisierung P, die Dichte des magnetischen Dipolmomentes
die Magnetisierung M. Die felderzeugende Ladungs- und Stromdichte be-
steht nicht nur aus den Beitrigen of und j F der freien Ladung, es kommen
Polarisierungs- und Magnetisierungsbeitrige hinzu. Man fiihrt die dielektri-
sche Verschiebung durch D = ¢y E + P ein und die magnetische Feldstérke
H durch B = pgH + M. Damit kann man die Maxwell-Gleichungen als

VD=yp' ., VxH=4'+D ,VB=0,VxE=-B (6.103)

schreiben. Nun hat man zwar nur die Dichte und Stromdichte der freibeweg-
lichen Ladung im Spiel, dafiir aber zu viele Felder. Zusétzliche Materialglei-
chungen werden benétigt.

Wir beschéftigen uns in diesem und im n#chsten Abschnitt mit Optik. Bei
optischen Frequenzen kann die Magnetisierung nicht mehr folgen, daher gilt
immer B = poH. Hier ist der Zusammenhang zwischen dielektrischer Ver-
schiebung und der elektrischen Feldstédrke von Interesse.

Wir bauen ein, dass die elektrische Feldstérke fiir die Polarisierung und damit
auch fiir die dielektrische Verschiebung verantwortlich ist. Der Zusammenhang
soll lokal sein in dem Sinne, dass die Verschiebung an der Stelle  nur von der
elektrischen Feldstidrke dort abhéngt. Das wird durch



238 6 Mehr Elektrodynamik
P(t,z) = 60/ drI'(T)E(t — 7, ) (6.104)

gewihrleistet. Die folgenden Untersuchungen beziehen sich alle auf dieselbe
Stelle im Raum, daher lassen wir das Argument x bei Feldern ab jetzt weg.

Wir zerlegen die elektrische Feldstédrke und die Polarisierung in rein periodi-
sche Beitrage:

o —it gy wnd P@) = [ & e by, (6.105)

E(t) = o 2w

Es gilt also

Plw) = / dt ¢! p(1)
- eo/dt ¢t /OOO dr T(7)E(t - 7)
_ eo/dt ¢ Bt /OOO drr(r)/;l—” e =) fny (6.106)

™

Die Integration iiber ¢ ergibt 2md(w — 7)), und deswegen diirfen wir

P(w) = egx(w)E(w) (6.107)

schreiben, mit

x(w) = dr e
0

WT

I(r). (6.108)

(6.107) driickt aus, dass eine rein periodische elektrische Feldstérke eine Pola-
risierung mit derselben Frequenz hervorruft. Die Suszeptibilitit xy = x(w), die
den linearen Zusammenhang vermittelt, hingt von der Kreisfrequenz ab. Wie
wir gleich zeigen werden: die Suszeptibilitdt muss sich mit der Kreisfrequenz
dndern.

(6.108) sagt, dass die Suszeptibilitéit die Fourier-Transformierte eines Produk-
tes aus Sprungfunktion € und Einflussfunktion I ist.

Die Identitat

/ dt f(t)g(t) ¢ ™t = / M Flw—waw) (6.109)

lehrt, dass die Fourier-Transformierte eines Produktes die Faltung der Fourier-
Transformierten ist.

Die Fourier-Transformierte der Sprungfunktion ist dem folgenden Ausdruck
zu entnehmen:
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do & it gy, (6.110)

%w+ie

Dabei steht € wie schon frither fiir eine positive infinitesimale Zahl. Es wird
so angedeutet, wie der Pol bei w = 0 zu umschiffen ist, ndmlich in der oberen
Halbebene.

Wir konnen damit

x(w) = i/du& (6.111)

21 U—w — 1€

schreiben.

Spéiter, wenn wir die Theorie der linearen Antwort studieren, konnen wir
nachweisen, warum die Einflussfunktion I" eine ungerade Funktion des Zeit-
argumentes ist. Weil I' obendrein reell sein muss, folgt fiir die Fourier-
Transformierte

I (u) = I'(—u) = —1'(u). (6.112)

Komplex-konjugieren der Beziehung (6.111) liefert deswegen

X (w) = L/du& (6.113)

C2mi u—w+ e’
dasselbe wie (6.111), nur dass der Singularitéiit in der anderen Halbebene aus-

zuweichen ist.
Die Differenz aus (6.111) und (6.113) ergibt

X(w) = x*(w) = I'(w). (6.114)

Umschifft man den Pol bei © = w einmal unten und riickwérts oben, dann
lauft das auf ein Ringintegral um den Pol hinaus.

Weicht man dem Pol zur Hiilfte oben herum und zur Hilfte unten herum aus,
dann spricht man vom Hauptwertintegral'®, das iiblicherweise durch Pr vor
dem Integralzeichen angekiindigt wird.

Die Summe aus (6.111) und (6.113) kann damit in

I'(u)

u—w

Xw) + x*(w) = %Pr/du (6.115)

™

umgeformt werden.

Wir zerlegen die Suszeptibilitit in Real- und Imaginirteil, x = x’ + ix”.
(6.115) mit (6.114) ergeben

19 principal value integral
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x'(w) = Pr/dfu X (6.116)

T u—w

Das ist die bekannte Kramers?’-Kronig?!-Beziehung.

In einem Kristall miissen die elektrische Feldstéirke und die Polarisierung nicht
parallel zueinander gerichtet sein. Bei kleinen Feldstérken ist der Zusammen-
hang trotzdem linear, und das driickt man durch

Pi(w) = xij(w)Ej (w) (6.117)

aus. Die frequenzabhiingige Suszeptibilitéit ist im Allgemeinen ein zweistufiger
Tensor. Dieser Tensor kann in den hermiteschen und in den antihermiteschen
Anteil zerlegt werden,

;o Xig T XGi v Xij — XGi
Xij = — 5 und x;; = — 5 (6.118)
und die beiden Anteile sind durch die Kramers-Kronig-Beziehung
du Xij(u)
/ _ ]
Xij(w) = Pr/? I (6.119)

miteinander verkniipft.

Wie wir wissen, wird die Quellstirke fiir Feldenergie durch den Ausdruck
—Ej beschrieben. In unserem Falle besteht die Stromdichte allein aus dem
Polarisierungsbeitrag P. Also ist

A= f/th.P (6.120)

die insgesamt pro Volumeneinheit produzierte Feldenergie, die negativ sein
sollte (Absorption).

Wir benutzen das Parsevalsche Theorem fiir reellwertige Funktionen f und g:

[aeswaw = [ 52 F@ie = [ 52 fo ). (6.121)

Damit konnen wir

A== [ 52 (i) B i) By ) (6122)

schreiben. Der hermitesche Beitrag zur Suszeptibilitit wiirde zu einem kom-
plexen Ergebnis fiihren, und daher gilt

20 Hendrik Anthony Kramers, 1894 - 1952, niederlindischer Physiker
2! Ralph Kronig, 1904 - 1955, deutsch/US-amerikanischer Physiker
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dww _,
A=— / ?El (w)xl/]’ (W)Ej(w) . (6.123)
Nun ist w — x;j(w) die Fourier-Transformierte einer reellwertigen Funktion.
Deswegen muss der hermitesche Anteil unter w — —w symmetrisch sein und
der antihermitesche Anteil antisymmetrisch. Das bedeutet, dass sich (6.123)
als Integral iiber die positiven Frequenzen darstellen ldsst:

A= -2 / B () () By (). (6.124)
0 27 J

Wir halten fest: nur der antihermitesche Beitrag zur Suszeptibilitat ist fiir

das Entstehen oder Verschwinden von Feldenergie verantwortlich. Weil aus

physikalischen Griinden bei der Wechselwirkung eines elektromagnetischen

Feldes mit passiver Materie?? Feldenergie nur verschwinden kann, muss

x"(w) >0 fir w>0 (6.125)

gelten.

Die Kramers-Kronig-Beziehung lassen sich so umformen, dass nur noch posi-
tive Frequenzen vorkommen:

2 < uxgj(u)
/ o ij
Man nennt x’ den refraktiven und x” den absorptiven Beitrag zur Suszepti-
bilitét.
Warum x” so heifit, haben wir oben erklirt: die Lichtstrahlen werden ge-
schwiicht, weil teilweise verschluckt?®. Der refraktive Anteil ¥’ dagegen ver-
ursacht, dass die Strahlen ihre Richtung &ndern. Die eigentlich geradeaus lau-

fenden Lichtstrahlen werden gebrochen??, gebeugt, verbogen.

Die Kramers-Kronig-Beziehungen (6.126) besagt: ohne Absorption gibt es
auch keine Beugung. Jedes Material, dass in einem bestimmten Frequenz-
Bereich transparent ist und eine von Null verschiedene Suszeptibilitdt hat,
muss in einem anderen Frequenzbereich absorbieren. Und: die Suszeptibilitét
X = Xx(w) muss von der Frequenz abhéngen. Man spricht in diesem Zusam-
menhang von Dispersion?®, weil die Strahlen je nach Farbe unterschiedlich
gebeugt werden.

€ij(w) = &;j+ xi;(w) bezeichnet man als dielektrische Permittivitédt?®. Sie ver-
mittelt den linearen Zusammenhang zwischen der dielektrischen Verschiebung
und der elektrischen Feldstérke:

22 keine Strom- und Ladungsdichte freier Ladungen
23 lat. sorbere: verschlucken

24 lat. refractus: gebrochen, aufgebrochen

25 lat. dispergere: zerstreuen

26 lat. permittere: erlauben, durchlassen
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Dilw) = g e35(w) B (w) - (6.127)

Eine grofle Permittivitat erlaubt hohe dielektrische Verschiebungen bei glei-
cher elektrischer Feldstéirke. Wie die Suszeptibilitéit hat auch die Permittivitat
einen refraktiven Anteil ¢;; und einen absorptiven Anteil ¢/7. Die Kramers-
Kronig-Beziehungen kann man also auch durch

2 > uei(u)
ausdriicken.
2 [ ell(u
€i; = €;(0) = ;5 + 7/ du L (6.129)
m™Jo u

ist der Tensor der statischen Dielektrizitdtskonstanten. Man beachte, dass
€”(u) eine in u ungerade Funktion ist, deswegen wird (6.129) bei u = 0 nicht
divergieren.

Dass der absorptive Anteil der Suszeptibilitéit positiv sein muss, haben wir
hier unter Berufung auf den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik gefol-
gert. Im Abschnitt tiber die Theorie der linearen Antwort auf Stérungen des
thermodynamischen Gleichgewichtes werden wir (6.125) direkt zeigen kénnen.
Damit hat man dann umgekehrt den zweiten Hauptsatz bewiesen, wenn auch
mit gewissen Einschrankungen.

6.8 Doppelbrechung

Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit ebenen Lichtwellen in einem trans-
parenten Kristall. Alle Felder haben die Form

Ft,z) = fe'F® Wt (6.130)
Wir behandeln ein unmagnetisches Dielektrikum, rechnen also mit den Mate-
rialgleichungen D; = €pe;; E; sowie B; = ugH;.
Das Medium soll bei der betrachteten Kreisfrequenz w transparent sein, daher

ist der Permittivitétstensor €;; hermitesch, ¢;; = ejz

Wir behandeln zuerst den Normalfall, dass die Permittivitéit zugleich symme-
trisch ist. Wenn der Kristall eine Achse mit Schraubensinn hat (wie Quartz),
oder wenn ein statisches Magnetfeld einwirkt, dann kann es zu antisymmetri-
schen Zuséatzen kommen.

Hermitesch und symmetrisch heifit, dass wir einen symmetrischen reellen Ten-
sor €;; vor uns haben. Den kann man immer orthogonal diagonalisieren. Es gibt
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ein kartesisches Koordinatensystem, dessen Achsen auch optische Hauptach-
sen genannt werden, in dem der Permittivitéitstensor bis zu drei verschiedene
Diagonalelemente haben kann.

Die Maxwell-Gleichungen vereinfachen sich mit (6.130) zu
k-d=0,k-b=0, kxh=-wd und kxe=wb. (6.131)
Dazu kommen die Materialgleichungen
bi = poh; und d; = egejje; . (6.132)

Offensichtlich stehen die Induktion b und die Verschiebung d senkrecht auf
dem Wellenvektor k. Weil das Magnetfeld h zur Induktion parallel ist, sind
auch die Induktion und die dielektrische Verschiebung zueinander senkrecht.
k, d und b sind drei senkrecht aufeinander stehende Vektoren. Die entspre-
chenden Einheitsvektoren?? k, d und b bilden ein rechtshéndiges orthogonales
Dreibein.

Die letzte der vier Beziehungen (6.131) besagt, dass die Induktion auch auf
der elektrischen Feldstédrke senkrecht steht. Damit ist klar, dass d, e und k in
einer Ebene liegen.

Wenn e und damit die Polarisation vorgegeben ist, kann man d gemif} (6.132)
berechnen. Aus der Richtung der Induktion b, die natiirlich zu d senkrecht
sein muss, gewinnt man die Richtung k des Wellenvektors, sie ist parallel zu
b x d. Den Wellenvektor schreiben wir als

k=kk=n—k. (6.133)
c
Im Vakuum hitte der Wellenvektor die Linge w/¢, im Medium wird er um
die Brechzahl n verlangert. Diese richtungsabhéngige Brechzahl lasst sich be-
rechnen, indem man

2
{k X (k X 6)}1 = —%eijej (6134)

auswertet. Das fithrt auf

n?= %% (6.135)
€i(0i5 — kik;)é;

Beachten Sie, dass k und & nicht unabhéngig sind. Man gibt zuerst die Po-
larisation vor, also €. Dann ist mithilfe von d; = €ge;;e; die Richtung d der
dielektrischen Verschiebung zu bestimmen. Nun erkundigt man sich nach der
Richtung b des Magnetfeldes und iiberpriift bd = 0. Wenn das stimmt, also

27 In diesem Abschnitt bezeichnet © den zum Vektor v gehérenden Einheitsvektor,
also v/|v|.
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kein Fehler gemacht worden ist, rechnet man k = d x b aus. Das ist die Lauf-
richtung der ebenen Welle. Damit kann man mit (6.135) die Brechzahl n der
Welle ermitteln.

Bei einem optisch isotropen Medium, €;; = €d;;, ist alles einfach. & und d
sind dasselbe, und es gilt n = /e fiir jede Polarisation und fiir jede dazu
senkrechte Laufrichtung der Welle. Die Richtung des Wellenvektors k und die
Richtung der Energiestromdichte S stimmen iiberein. Bei anisotropen Me-
dien gilt das im Allgemeinen nicht. Amorphe Medien, wie Gliser aber auch
kubische Kristalle, wie die Granate sind optisch isotrop.

Wenn zwei Eigenwerte der Permittivitat iibereinstimmen und sich vom dritten
unterscheiden, spricht von einem optisch einachsigen Kristall. Lithiumniobat
(LiNbOg) ist ein Beispiel. Die zwei gleichen Eigenwerte werden als ¢, bezeich-
net?8, der davon abweichende Wert ist €,27.

Léuft die Welle in Richtung der optischen Achse, dann ist n, = /€, der Bre-
chungsindex. Lauft die Welle senkrecht zur optischen Achse, dann bestimmt
die auflerordentliche Brechzahl n, = /€. das Ausbreitungsverhalten der Wel-
le.

In der folgenden Argumentation nehmen wir ein Koordinatensystem an, in
dem die Permittivitat die Gestalt

€& 00
€;=1| 0e O (6.136)
0 0 e

hat.

Trifft eine irgendwie polarisierte Welle auf einen optisch einachsigen Kristall,
dann muss man nach den bekannten Stetigkeitsregeln das elektrische und
magnetische Feld unmittelbar unter der Oberfliche des Kristalls berechnen.

Der Anteil (e1,eq,0) zusammen mit b bestimmt die Laufrichtung k. des or-
dentlichen Strahls. Der Anteil (0,0, e3) zusammen mit b legt die Laufrichtung
k. des auBerordentlichen Strahls fest. Nicht nur die Richtungen der Wellen-
vektoren, auch die zugehorigen Poynting-Vektoren sind verschieden.

Wenn also ein Lichtstrahl auf ein optisch einachsiges Medium auftrifft, dann
spaltet im Allgemeinen dieser Strahl in zwei andere auf, die sich in verschie-
denen Richtungen ausbreiten und den Kristall auch an verschiedenen Stellen
verlassen. Genau das versteht man unter Doppelbrechung?’.

Ein Kristall, bei dem alle drei Eigenwerte der Permittivitéit verschieden sind,
heif}t optisch zweiachsig. Eine heute schwer zu verstehende Bezeichnung, weil

28 fiir ordentlich, engl. ordinary
2 fiir auBerordentlich, engl. extraordinary
30 engl. birefringence
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solch ein Kristall drei verschiedene optische Achsen hat, also gar keine ausge-
zeichnete. Kaliumniobat (KNbOs) ist ein Beispiel.

6.9 Faraday-Effekt und optische Aktivitit

Wir behandeln ein transparentes Medium. Dieses Medium soll zugleich ferro-
magnetisch sein. Es gibt also eine spontane Magnetisierung M ohne dufleres
ausrichtendes Feld. Yttrium-Eisen-Granat Y3Fe;O14 ist ein gutes Beispiel fiir
solch eine Substanz.

Diese Magnetisierung verursacht einen Zusatz zur Permittivitit des Mediums,
das ansonsten optisch isotrop sein soll. Wir miissen an dieser Stelle wieder eine
Ergebnis vorwegnehmen, das wir erst spéter herleiten kénnen.

Die Permittivitdt héngt, wie wir wissen, von allen Parametern ab, die den
Gibbs-Zustand des Mediums bestimmen. Dazu gehort auch die Stérke eines
statischen Magnetfeldes. Im Rahmen der Theorie der linearen Antwort ldsst
sich beweisen, dass

€ij(B) = €¢;i(—B) (6.137)

gilt. Diese Onsager-Beziehung?! folgt aus der Tatsache, dass die elektromagne-
tische Wechselwirkung unter Zeitumkehr invariant ist. Hierbei ist plausibel,
dass das Magnetfeld in sein Negatives iibergehen muss. Bereits die Lorentz-
Formel p = ¢F + quv x B zieht (E,B) — (E,—B) nach sich, wenn geméif
t — —t transformiert wird.

Der Zusatz zum Permittivitdtstensor soll linear in der Magnetisierung sein,
muss also als g;;0M, geschrieben werden. Weil wir ein transparentes Medi-
um vor uns haben, ist der Permittivitdtstensor, auch der Zusatz, hermitesch.
Das bedeutet g;jeM; = (g;ieMe)*. Andererseits muss wegen der Onsager-
Beziehung g;;,M, = —g;ie M, gelten. Folglich ist der Tensor g in den beiden
ersten Indizes antisymmetrisch und rein imaginér.

Da hat man keine grofle Auswahl. Bei isotropen Medien oder fiir Kristalle mit
kubischer Symmetrie ist

€5 = 652’]’ + iKEingg (6138)

anzusetzen. Dabei steht €;;, fiir das Levi-Civita-Symbol, also fiir den total
antisymmetrischen Tensor mit €103 = 1, wahrend € die Permittivitdt des iso-
tropen Materials und €;; den Permittivitétstensor bezeichnen. Die Material-
konstante K ist reell.

31 Lars Onsager, 1903 - 1976, norwegisch /US-amerikanischer Physiker und Chemiker
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(6.138) ldsst sich iibrigens auch als
1
—D =¢E +iK (E x M) (6.139)
€0

ausdriicken. Weil KM immer sehr klein ist, darf man das auch als

1 K
«E=—D i (DxM) (6.140)

€

schreiben.

Wir untersuchen hier nur den Fall, dass die Welle in Richtung der Magneti-
sierung lauft, k || M. Wir wihlen dafiir die 3-Richtung, so dass man es mit
der Permittivitat

e 1KMO
€j=| —tKM € 0 (6.141)
0 0 €

zu tun hat.

Dieser Tensor hat die normierten Eigenvektoren

1 1 0
1 1 .
e, =—1,1 ,ég=—1|—i| und k= 6.142
L \/§ (3 R \/é ] 0 ( )
0 0 1
tkxs — iwt

Ein elektrisches Feld EF e, e
der Realteil gemeint, also

muss man interpretieren. Natiirlich ist

cos(kxs — wt)
—sin(kzs —wt) | - (6.143)
0

E(t,x) = 7

An einer festen Stelle, etwa bei x3 = 0, dreht sich der Vektor der elektri-
schen Feldstirke im mathematisch positiven Sinn mit Kreisfrequenz w und
hat dabei immer dieselbe Lénge. Es handelt sich um linkshéndige zirkula-
re Polarisation. Das entsprechende Feld mit éy beschreibt eine rechtshindig
zirkular polarisierte Welle.

Zu den Eigenvektoren é;, und é, der Permittivitdt (6.141) gehoren die Eigen-
werte

n?=e— KM und ny> =e+ KM . (6.144)
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Wir haben vorweggenommen, dass es sich um die Brechzahlen der linkshéndig
bzw. rechtshindig zirkular polarisierten ebenen Wellen handelt. Genau das
folgt aus

w2
(k x k x E)Z' = _72€ijej s (6145)
c
namlich
k., = nL% und ky = nR% . (6.146)

Im Falle k || M sind also linkshiindig und rechtshindig zirkular polarisier-
te ebene Wellen moglich. Diese breiten sich allerdings mit unterschiedlichen
Brechungsindizes aus.

Wenn nun bei 3 = 0 eine linear polarisierte Welle in das Medium eintritt,
muss man die Losung im magnetooptischen Medium als Uberlagerung zirkular
polarisierter Wellen schreiben,

5 o .
Blie) = (éLeZkaB LIPS Z“t) . (6.147)

Wir fithren die mittlere Wellenzahl k& und die Abweichung davon @ durch
k,=k—© und ky =k+ 6 (6.148)
ein. Damit 14sst sich (6.147) in
cos O3

E(t,z) = E | sinOx;
0

ikxs — iwt
e

(6.149)

umschreiben. Das ist eine linear polarisierte ebene Welle. Allerdings dreht
sich der Polarisationsvektor entlang der Ausbreitungsrichtung. Dieser Effekt
wurde von Faraday entdeckt.

O heifit Faraday-Konstante oder auch spezifische Faraday-Drehung. Sie gibt
an, um welchen Winkel (im Bogenmaf) sich der Polarisationsvektor pro
Léngeneinheit in Ausbreitungsrichtung dreht. Weil |K M| immer klein ist im
Vergleich mit € = n?, gilt

o_ EMw _ KMo2r

= = 1
2n ¢ 2n A (6.150)

Dabei ist A die Wellenlédnge, die das Licht mit der Kreisfrequenz w im Vakuum
hat, beispielsweise 632.8 nm bei einem Neon-Helium-Laser.
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Der Faraday-Effekt ist deswegen so interessant, weil er nicht-reziprok im fol-
genden Sinne ist.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass
t——t,2z—x , E—FE und B— —B (6.151)

auch die Maxwell-Gleichungen invariant ldsst, nicht nur die Lorentz-Formel,
wie oben erwidhnt. Vorwérts laufende Wellen werden dabei zu riickwérts lau-
fenden. Alle Ubertragungs-Eigenschaften bleiben unveréndert. Dieser Befund
ist als Reziprozitdts-Theorem bekannt.

Allerdings muss dabei das gesamte Magnetfeld gespiegelt werden, nicht nur
das Magnetfeld der Lichtwelle. Wenn eine Welle mit Wellenvektor k ein ma-
gnetooptisches Medium mit Magnetisierung M durchquert, dann breitet sich
vollig identisch auch die reflektierte Welle mit Wellenvektor —k im Medium
mit Magnetisierung —M aus. Wenn die reflektierte Welle aber durch dasselbe
Medium mit Magnetisierung M lduft, dann gibt es zwischen Vorwiérts- und
Riickwirtsausbreitung Unterschiede.

Dieser Tatbestand erlaubt einen optischen Isolator.

Das ankommende Licht trifft zuerst auf einen Polarisator P1, der nur den
Anteil durchlésst, der in Richtung Norden polarisiert ist. Danach durchlauft
der Strahl ein magnetooptisches Element, das die Polarisation zu Nordost
dreht. Dann kommt ein Polarisator P2, der nur nordéstlich polarisiertes Licht
durchlésst.

Kommt nun ein reflektiertes Signal zuriick, dann ist nach dem Polarisator P2
nur noch nordéstlich polarisiertes Licht3? vorhanden. Die Polarisation wird
nun nicht etwa nach Norden zuriickgedreht, sondern weiter um 45 Grad, so
dass es Ostlich polarisiert auf P1 trifft und stecken bleibt.

Optische Isolatoren, die nur mit magnetooptischen Materialien realisiert wer-
den konnen, sind fiir den stabilen Betrieb von Lasern unerlésslich. Laser wer-
den durch reflektiertes eigenes Licht empfindlich gestort.

Mit dem Faraday-Effekt verwandt ist das Phénomen der optischen Aktivitéit.
Kristalle mit einer Schraubenachse (Quartz) oder Losungen von Molekiilen
mit Schraubensinn (natiirlicher Traubenzucker) haben einen zum Wellenvek-
tor proportionalen Zusatz zur Permittivitét:

€5 = E(Sij + iﬂeijgkz . (6.152)

Anstelle der spezifischen Faraday-Drehung © tritt nun das Drehvermogen

B (27 2
Q_Qn<)\> . (6.153)

32 immer von einem in Vorwirtsrichtung blickenden Beobachter aus beurteilt
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In einer Losung optisch aktiver Molekiile ist das Drehvermogen zu deren Kon-
zentration proportional. In einem Kristall mit Schraubenachse gelten die oben
abgeleiteten Formeln nur dann, wenn sich die Welle parallel zur Schrauben-
achse ausbreitet.

Die optische Aktivitédt ist ein reversibler Effekt. Positives o beispielsweise be-
deutet linksdrehend, und zwar unabhéngig von der Ausbreitungsrichtung. Da-
bei wird die Drehung des Polarisationsvektors immer von einem Beobachter
beurteilt, der in Ausbreitungsrichtung blickt.

Natiirlicher Traubenzucker (Dextrose) ist rechtsdrehend. Kiinstlich syntheti-
sierter Traubenzucker enthélt ebenso viele links- wie rechtsdrehende Molekiile
und ist daher nicht optisch aktiv. Es ist kein Mechanismus bekannt, der rechts-
gegeniiber linksdrehendem Traubenzucker begiinstigen kénnte. Offensichtlich
stammen alle Traubenzucker produzierenden Pflanzen von einer einzigen Mut-
terpflanze ab.

Was macht den einen Quartz-Einkristall rechtsdrehend und den anderen links-
drehend? Kommt ein Drehsinn 6fters vor als der andere?

6.10 Wellenleitung

In einem homogenen Medium kann man Licht nicht beisammen halten. Ein
Lichtstrahl ldsst sich zwar mithilfe eines Linsensystems fokussieren, aber da-
nach verbreitert er sich wieder.

Eine bleibende Biindelung ist nur in Strukturen mit ortsverénderlicher Per-
mittivitdt moglich. Mikrowellen®® zum Beispiel lassen sich in metallisch be-
randeten Gebieten fiihren.

Wir betrachten als Beispiel ein gerades Rohr mit rechteckigem Querschnitt.

Das Innere ist der Bereich 0 < z7 < dy und 0 < x5 < dy. Die Ausbreitungs-
richtung wird durch die Koordinate x3 parametrisiert. Der Auflenbereich soll
(idealisiert) beliebig gut leitend sein. Damit steht fest, dass das elektrische
Feld im Auflenbereich verschwindet.

Wir wollen uns auf das Wesentliche konzentrieren und nehmen an, dass im
Innenbereich kein Medium vorhanden ist, e = p = 1.

Wir wissen, dass die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstérke an
Grenzfldchen stetig sind. Bei 1 = 0 und bei 1 = d; miissen daher E5 und
FE3 verschwinden, bei x5 = 0 und x5 = dy die Komponenten F; und Ej3.

Es stellt sich heraus, dass entweder das elektrische oder das Magnetfeld trans-
versal ist.

33 Wellenlsinge im Millimeter- bis Dezimeterbereich
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Wir behandeln zuerst transversal elektrisch polarisierte Moden:

e1 cos(qir1) sin(gozz)
. i8x3 — iwt

E(t,z) = | egsin(q171) cos(qar2) (6.154)

0
Am linken und am unteren Rand sind die Stetigkeitsanforderungen an das

elektrische Feld schon erfiillt. Damit das auch fiir rechts und oben stimmt,
muss

120 VTl
=— und ¢o = — 6.155
a1 4 und g2 ds ( )
gelten, mit natiirlichen Zahlen 17 und v,. Nur das Paar vy = v5 = 0 ist
ausgeschlossen.
Der Forderung VD = 0 geniigt man durch
e1q1 +esqge =0. (6.156)
B = —V x E ergibt das Magnetfeld,
—iBes sin(qyx1) cos(gax2)
—iwpoH(t, x) = ifeq cos(q 1) sin(gaxa) ; (6.157)
(e2q1 — €1g2) cos(qrz1) cos(gaz2)
das noch mit der Phase ezﬁ Ty —wt multiplizieren ist.
Die restlichen beiden Maxwell-Gleichungen kann man zu
1 .
VXVXE=-=FE (6.158)
c
zusammenfassen, hier zu?*
OFE=0. (6.159)

Unser Ansatz (6.154) 16st tatséichlich die Wellengleichung, wenn die Ausbrei-
tungskonstante 8 der Beziehung

2 W 2 2
p* = 2 ThTe (6.160)
geniigt. Mit (6.155) und w/c = 27/ heifit das

34 Zur Erinnerung: O = 9%/9(ct)*> — A
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FP=——-5—5- (6.161)

Man sieht:

e Nur fiir gewisse diskrete Werte der Ausbreitungskonstanten (3 existieren
gefithrte Moden.

e Die Wellenldnge muss klein genug sein, die Frequenz hoch genug, damit
der Hohlleiter iiberhaupt eine gefithrte Mode hat.

e In jedem Falle gibt es nur endlich viele gefiihrte Moden.

Auf dhnliche Weise kann man die transversal magnetisch polarisierten Moden
herleiten. Sie sind durch Hs = 0 gekennzeichnet.

Die Literatur tiber Mikrowellen fiillt ganze Biicherregale. Insbesondere ver-
wenden RADAR?-Systeme Mikrowellen-Sender und Mikrowellen-Detektoren,
mit meist rechteckigen Hohlleitern als Verbindungen zwischen aktiven Kom-
ponenten. Man kann andere als rechteckige Querschnitte verwenden, die Hohl-
leiter mit magnetischen oder dielektrischen Medien fiillen usw. Wir gehen hier
nicht auf weitere Einzelheiten ein. Mikrowellentechnik ist seit langem ein ei-
genstindiges Gebiet.

Fiir Lichtwellen sind Hohlleiter ungeeignet. Nicht nur deswegen, weil es schwie-
rig ist, Rohre mit Mikrometer-Abmessungen herzustellen.

Unsere Losung (6.154) ist nur dann richtig, wenn die Umgebung tatséichlich
unendlich hohe Leitfahigkeit hat. Das ist natiirlich nicht der Fall. Tatséchlich
dringt das Feld ein wenig in das Medium ein, und dadurch kommt es zur
Absorption. Dabei brauchen Mikrowellenleiter nur in einer diinnen Schicht im
Inneren versilbert zu sein.

Geht man nun zu optischen Frequenzen tiber, dann steigt die Frequenz um
etwa vier Gréfenordnungen. Um gleiche Verluste pro Léngeneinheit zu haben,
miisste die Leitfadhigkeit proportional zur Frequenz wachsen. Solche Materia-
lien gibt es nicht. Auch Supraleiter benehmen sich bei hohen Frequenzen wie
ganz normale Metalle.

Dielektrische Wellenleitung beruht darauf, dass ein Gebiet mit iiberhohter
Permittivitidt wie eine Sammellinse wirkt und der natiirlichen Tendenz zur
Zerstreuung begegnet.

Wir behandeln einfachheitshalber lediglich planare Wellenleiter. Die Permit-
tivitat hiangt von der Koordinate x ab, nicht aber von y und z.

Dabei kann es sich um einen Schichtwellenleiter®, aus Substrat (z < 0) Film
(0 < & < d) und Deckschicht (d < z) handeln. d ist die Filmdicke. Die
Permittivitit des Filmes muss hoher sein als die des Substrates, auf das der
Film aufgebracht wurde, und auch hoher als die Permittivitiat der Deckschicht.

35 RAdio Detecting And Ranging
36 engl. slab waveguide
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Deckschicht, €.

Film, € d

Substrat, €

Abb. 6.1. Ein planarer Schichtwellenleiter. Auf das Substrat mit Permittivitét
€s wird ein Film der Dicke d mit groflerer Permittivitdt ey aufgebracht. Die
Deckschicht (cover) ist oft Luft und hat die kleinste Permittivitét.

Es gibt aber auch planare Wellenleiter, bei denen die Permittivitit des Sub-
strats zur Oberfliiche hin stetig®” steigt. Das lisst sich beispielsweise durch
feldunterstiitzten Tonenaustausch oder durch Eindiffusion erreichen.

Wir gehen also von einer ortsverdnderlichen Permittivitit e = e(z) aus, mit
der ein transparenter isotroper planarer Wellenleiter beschrieben wird. Alle
Felder sollen die Gestalt

F(t,z,y,z) = F(z)e —wt ezﬂz (6.162)

haben. Das sind monochromatische Wellen, die sich in z-Richtung ausbreiten
und nicht von der Transversal-Koordinate y abhingen. w ist die Kreisfrequenz
des Lichtes, mit der die Mode (6.162) angeregt wird. Die Ausbreitungskon-
stante B kann nur diskrete Werte annehmen, wie wir sogleich sehen werden.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass

0 —iBE
1
E=1&| und H=- 0 (6.163)
iwto
0 g’
die Maxwell-Gleichungen 16st, mit
d 2 2

37 Profilwellenleiter, engl. graded index waveguide
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Diese Mode ist transversal elektrisch (TE) polarisiert: der Vektor der elektri-
schen Feldstérke steht senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung.

Transversal magnetisch (TM) polarisierte Moden haben die Gestalt

—ifH 0
1
E = — 0 und H=|H|, (6.165)
—IWEEQ
H' 0
und es muss
d 1 d
L - 2 k2 =32 1
edx @) dxH+ ge(z)H = B°H (6.166)
gelten.

Bei einem Schichtwellenleiter ist das Permittivitéatsprofil stiickweise konstant,
und die beiden Modengleichungen (6.164) und (6.166) unterscheiden sich
nicht. Allerdings sind die Stetigkeitsforderungen an den Spriingen der Per-
mittivitdt verschieden, so dass TE- und TM-Moden trotzdem verschiedenen
Gleichungen gehorchen.

Man beachte die Ahnlichkeit zwischen der TE-Modengleichung und der Schra-
dinger-Gleichung. Mit

h2k} h2k2
Viz) = -5 >e(@) , ¢(@) = E(x) wnd B =——Z— (6.167)
geht (6.164) in
h? d?
o gt TV =Ey. (6.168)

Das ist natiirlich kein Zufall, schliellich breiten sich Teilchen als Wellen aus.
So wie ein tiefes Potential stark bindet, hélt auch eine hohe Permittivitit die
Welle eng beisammen.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Energie in z-Richtung stromt. Weil

die Felder von der Querkoordinate y nicht abhéingen, berechnen wir den Ener-
giestrom pro Wellenleiterbreite,

i B )
— = — [ drl|&(x 6.169
=2 @) (6.169)
fiir TE-Moden und
I
d_ B[ ) (6.170)

dy weg ) e(x)

fiir TM-Moden.
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Soll der endlich sein, miissen die Felder im Unendlichen rasch genug verschwin-
den. Man spricht dann von gefithrten Moden. Das ist nur fiir diskrete Werte
der Ausbreitungskonstanten 8 moglich, wie man aus der Quantenmechanik
weif.

6.11 Numerische Losung der Modengleichung

Wenn man beispielsweise einen diinnen Titan-Film auf ein Lithiumniobat-
Substrat aufdampft und bei etwa 1200 °C mehrere Stunden lang eindiffun-
dieren ldsst, dann erhilt man einen planaren Wellenleiter mit Gauf-Profil:

€c wenn x <0
e(x) = 2% fw (6.171)
€s+de wenn x >0

Wir rechnen konkret mit e, = 1.000, €5 = 4.800, § = 0.045 und w = 4.00 pm.
Dieser Wellenleiter wird mit dem Licht eines Helium-Neon-Lasers angeregt,
A =0.6328 pum.

Wir erlautern in diesem Abschnitt, wie man die TE-Modengleichung

1
?E”+d@E:wﬁE (6.172)
0

numerisch l6sen kann38.

Dazu ziehen wir die Methode der finiten Differenzen heran. Diese Methode
besteht darin, Differentialquotienten durch Differenzenquotienten zu ersetzen.
Dadurch erhélt man ein Gleichungssystem fiir endlich viele Variable. Funk-
tionen werden zu Vektoren, lineare Operatoren zu Matrizen.

Wir wéhlen &dquidistante Stiitzstellen x; = jh. h ist die Schrittweite, j ein
ganzzahliger Index. Die Funktion f = f(x) wird durch die Stiitzwerte f; =
f(z;) dargestellt.

Fiir die Ableitung bei x; + h/2 setzen wir (fj+1 — f;)/h an, bei 2; —h/2 den
Ausdruck (f; — fj—1)/h. Damit ergibt sich

fﬁxﬁkﬁﬁ+l_3£“%ﬁ*1 (6.173)

als Naherungsausdruck fiir die zweite Ableitung.

Unsere Eigenwertgleichung (6.172) lautet nun

Ej+1 - 2Ej + Ejfl
12k

+ E(I'j)Ej = Eefij s (6174)

3% Wir haben die dimensionslose effektive Permittivitit e.q = 3%/k3 eingefiihrt
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also >, M;iE, = e.qE; in Komponentenschreibweise und ME = e.gE in
Matrixschreibweise. Ein ganz gewohnliches Eigenwertproblem, das man am
besten mit MATLAB anpackt.

Das Permittivitéatsprofil ist

€c wenn z <0
e(x) = —2? Jw . (6.175)
€s+de wenn = >0

Wir definieren zuerst den Wellenleiter. Langen sind stets in pm gemeint.

lambda=0.6328;
kO=2#pi/lambda;
eps_c=1.000;
eps_s=4.800;
del=0.045;
w=4.00;

S TR W N

Wir nehmen an, dass das elektrische Feld nur ganz wenig (bis i, = —1 in die
Deckschicht eindringt und im Substrat nach etwa 4w vollstéindig abgeklungen
ist (Zmax = 4w). AuBerhalb soll das Feld verschwinden.

7 x_min=-1.0;
8 x_max=4x*del_wid;
9 h=0.1;
10 x=(x_min:h:x_max)’;
11  dim=size(x,1);
12 epsilon=(x<0).*eps_c+(x>=0) .*(eps_s+del*exp(-(x/w)."2));

Man beachte, dass hier punktweise zu multiplizieren und zu quadrieren ist,
daher .* und .~2. In MATLAB ist a>0 eine Matrix wie a mit den Elementen 0
oder 1, je nachdem, ob die Bedingung (hier >) komponentenweise falsch oder
wahr ist.

Wir konstruieren nun den Operator M auf der linken Seite der diskretisierten
Modengleichung (6.174):

13  next=ones(dim-1,1)/h~2/k0°2;
14  main=-2.0%*ones(dim,1)/h"2/k0"2+epsilon;
15  M=diag(next,-1)+diag(main,0)+diag(next,1);

diag(v,k) konstruiert eine Matrix, bei der der Vektor v parallel zur Diago-
nalen eingebaut wird, und zwar k Pléitze entfernt.

Das folgende Kommando berechnet die Matrix der Eigenvektoren und die
Diagonalmatrix der Eigenwerte:

16  [evec,evall=eig(M);



256 6 Mehr Elektrodynamik
Wir extrahieren die Eigenwerte3?
17  eps_eff=diag(eval);

Nur solche Eigenvektoren werden beibehalten, bei denen die effektive Per-
mittivitdt iiber dem Substratwert liegt. Andernfalls hitte man im Substrat
eine Wellenlosung vorliegen. Diese gefithrten Moden werden dann graphisch

dargestellt.

18 guided=evec(:,eps_eff>eps_s);
19  plot(x,guided);

Das Ergebnis ist in Abbildung 6.2 dargestellt.

_025 1 1 1 1 1 1 1 1 I
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Abb. 6.2. Die gefiihrten TE-Moden eines Profil-Wellenleiters. Aufgetragen
ist die elektrische Feldstérke (in willkiirlichen Einheiten) iiber der Tiefe z in
pm. Die zugehorigen Parameter entnehme man dem Text.

Beachten Sie, dass die Matrix evec orthogonal ist. Damit ist [dz|E|? = 1
(im Rahmen der Methode der finiten Differenzen) sichergestellt.

39 Die Bedeutung von diag hingt von der Zahl und vom Typ der Argumente ab
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Wir schliefen mit Bemerkungen zur Methode der finiten Differenzen. In un-
serem Falle hat man es mit 171 Unbekannten zu tun. Die Matrix M bendtigt
233928 Byte Speicher, die Diagonalisierung (auf einem PC) dauert weniger
als eine Sekunde.

Rechnet man ein zweidimensionales Problem mit einer Auflésung von 100x 100
Stiitzstellen, dann gibt es 10* Unbekannte, und die Matrix M benétigt bereits
800 MByte Speicher. Zum Gliick ist das so nicht ganz richtig.

Wie wir gesehen haben, ist die Matrix M diinn besetzt, sie besteht fast nur aus
Nullen. Solch eine diinn besetzte Matrix*® speichert man platzsparend, indem
nur die von Null verschiedenen Eintrédge und deren Indizes vermerkt werden.
In unserem Beispiel lduft das auf 6820 anstelle von 233928 Byte hinaus. Bei
zwei- oder dreidimensionalen Problemen ist der Gewinn so viel grofler, dass
Probleme iiberhaupt erst l6sbar werden.

Natiirlich ist dafiir ein Preis zu zahlen. Algorithmen, die die Matrix selber
bearbeiten, kann man nun nicht mehr einsetzen. Nur solche Rechenverfahren
sind brauchbar, die eine Matrix als lineare Abbildung z — y = Mx von
Vektoren verwenden.

6.12 Supraleitung

Im Jahre 1911 entdeckte Heike Kamerlingh Onnes*! das Phénomen der Supra-
leitung: bei etwa 4 K fiillt innerhalb eines Bereiches von nur wenigen hunderts-
tel Grad der elektrische Widerstand von Quecksilber auf einen nicht messbar
kleinen Wert ab. Offensichtlich ist das ein Phaseniibergang: Quecksilber geht
mit fallender Temperatur sprungartig vom normal- in den supraleitenden Zu-
stand fiiber.

1933 entdeckten Meissner und Ochsenfeld, dass es im Inneren eines supralei-
tenden Materials kein Induktionsfeld gibt.

Lange Zeit war man der Meinung, dass die Supraleitung ein Tieftempera-
turphiinomen sei, denn die Sprungtemperaturen? T, der supraleitenden Ma-
terialien lagen alle unterhalb 25 K. Seit 1986 kennen wir oxidische Materialien,
die bereits bei 135 K supraleitend werden®®. Damit tut sich fiir die Supra-
leitung ein potentiell wichtiges Anwendungsfeld auf, weil die Kiihlung mit
fliissigem Stickstoff (Siedepunkt etwa 77 K) billig und unproblematisch ist.

Im supraleitendem Zustand verschwindet der Widerstand wirklich. Ein indu-
zierter Gleichstrom kann jahrelang flielen, ohne merkbar geschwicht zu wer-
den. Der spezifische Widerstand, das Inverse der elektrischen Leitfahigkeit o,

10 engl. sparse matriz

4! Heike Kamerlingh Onnes, 1853 - 1926, niederlindischer Physiker
42 engl. critical temperature

43 ngB&zC&zCUgOg
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ist im supraleitenden Zustand mindestens 17 Gréflenordnungen kleiner als der
spezifische Widerstand von Kupfer.

Die Theorie der Hochtemperatur-Supraleiter ist noch nicht gefestigt. Uber
Niedrigtemperatur-Supraleiter weifl man dagegen gut Bescheid.

Die beweglichen Quasielektronen eines Leiters konnen sich zu Cooper-Paaren*4

binden. Dabei vereinigen sich zwei Elektronen mit entgegengesetztem Spin.
Das wird iiber die Wechselwirkung mit dem Gitter vermittelt, durch Phono-
nenaustausch. Es héngt von den Details des Wirtsgitters ab, ob der Phono-
nenaustausch bindet oder abstofft. Nur unterhalb der kritischen Temperatur
T, konnen entgegengesetzt polarisierte Elektronen sich zu Paaren binden, ihre
Dichte steigt dann mit fallender Temperatur.

Das Cooper-Paar ist ein zweifach negativ geladenes Boson. Weil Bosonen ge-
sellig sind, kann jeder Cooper-Paarzustand beliebig oft besetzt werden. Insbe-
sondere bilden die Cooper-Paare im supraleitenden Strom einen so fest korre-
lierten Zustand, dass sich Stérungen des Gitters nur auf den gesamten Strom
auswirken konnen, und das heifit: iiberhaupt nicht.

Fiir eine genaue mikrophysikalische Erklirung der Supraleitung ist hier leider
nicht der Platz. Wir beschrénken uns im Weiteren auf eine phdnomenologische
Beschreibung.

Bei fehlendem elektrischen Widerstand treibt ein elektrisches Feld den Strom
immer mehr an:

Vidj=FE. (6.176)
Dabei gilt
m
A= 6.177
o (6.177)
mit m = 2m, als Masse der supraleitenden Cooper-Teilchen, n als deren

Teilchendichte und g = 2e als Teilchenladung.

(6.176) ist die erste von Fritz*> und Heinz*® London formulierte Gleichung fiir
den supraleitenden Zustand. Die zweite Gleichung

V x/Aj=-B (6.178)

liegt nahe.

Zusammen mit (6.176) lduft die Zeitableitung der Gleichung (6.178) auf die
Identitéit V;B + V x E = 0 hinaus. Dort, wo die elektrische Stromdichte ro-
tationsfrei ist, gibt es keine Induktion, sagt die zweite Londonsche Gleichung.
(6.178) ist auBerdem mit der Maxwell-Gleichung V B = 0 vertréglich.

44 Teon Neil Cooper, ¥1930, US-amerikanischer Physiker
45 Fritz Wolfgang London, 1900 - 1954, deutscher Physiker
46 Heinz London, 1907 - 1970, deutsch/britischer Physiker
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Im stationédren Fall gibt es im supraleitenden Material kein elektrisches Feld.
Daher gilt V x B = 3. Bildet man davon die Rotation und setzt die zweite
Londonsche Gleichung ein, so ergibt sich*”

AB = %B. (6.179)
Wenn beispielsweise die Fliche z = 0 die Grenzfliche zwischen Vakuum

(x < 0) und Supraleiter (x > 0) ist und wenn im Vakuum ein konstantes
Induktionsfeld B = (B,0,0) vorliegt, dann erhalten wir im Supraleiter die
Induktion

A

B=(Be ™ .0,0) mit A= (6.180)

A
po
Man nennt A die Londonsche Eindringtiefe. Sie betrégt fiir die normalen Su-
praleiter*® etwa 30 nm. Nach der erfolgreichen BCS-Theorie (nach Bardeen*?,
Cooper und Schrieffer®®) hingt die Eindringtiefe folgendermafien von der Tem-
peratur T ab:

AT) _ ! (6.181)

AO) /1 -T/T.

Bei der kritischen Temperatur wird die Eindringtiefe unendlich grof}, wie es
sein muss.

Dass die Induktion beim Ubergang vom Vakuum zum Supraleiter nicht schlag-
artig verschwinden kann ist klar. Schlielich ist die Bedingung zu beachten,
dass die Normalkomponente der Induktion an Grenzflichen stetig sein soll.

Im Inneren ist der Supraleiter ein idealer Diamagnet, denn B = 0 bedeutet
M = —H, also p = —1 fiir die relative Permeabilitét.

Wir betrachten eine ringformige Leiterschleife C, die die Flache F einschlief3t.
Mit anderen Worten, C ist der Rand 0F der Fliche F.

Der Fluss durch diese Leiterschleife betréagt

b= [ daB= [ da(VxA)= [ dsA. (6.182)
Jyian=), J

Dabei wurde benutzt, dass man die Induktion B als Rotation eines Vektorpo-
tentials A schreiben darf. Auflerdem haben wir den Satz von Stokes bemiiht.

47 wenn man A als értlich konstant annimmt

* bei T — 0
49 John Bardeen, 1908 - 1991, US-amerikanischer Physiker
50 John Robert Schrieffer, ¥1931, US-amerikanischer Physiker
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Dieser Fluss hat dieselbe physikalische Dimension wie der Quotient /e aus
Planckschem Wirkungsquantum und Elementarladung. Scharfsinnige Uberle-
gungen, auf die wir hier leider nicht eingehen koénnen, zeigen, dass der Induk-
tionsfluss quantisiert ist:

27h
qs:nQL mit n=0,+1,+2, ... . (6.183)

e
Bemerkenswert daran ist der Faktor zwei im Nenner: damit steht fest, dass die

supraleitenden Ladungstriager die Ladung 2e haben, also Cooper-Paare sind.
Das gilt auch fiir die neuen oxidischen Hochtemperatur-Supraleiter.
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Mehr Quantentheorie

Wir beginnen das vertiefende Kapitel tiber Quantentheorie mit einem Ab-
schnitt iiber Observable und Zustinde, einer zusammenfassenden Darlegung
des begrifflichen und mathematischen Apparates. Schliisselbegriffe sind der
Hilbertraum, lineare Teilrdume bzw. Projektoren, Observable, Zusténde so-
wie der Erwartungswert. Die physikalisch wichtigsten Observablen, wie Im-
puls, Energie und Drehimpuls, sind Erzeugende von Symmetriegruppen, wie
wir in dem Abschnitt iiber Symmetrien zeigen.

In methodischer Hinsicht vertiefen wir die Einfithrung in die Quantenmecha-
nik mit einem Abschnitt iber Ndherungsverfahren fiir gebundene Zustinde.
Als Beispiele dienen der Stark-Effekt am Wasserstoff-Atom, das Helium-Atom
und das Wasserstoff-Molekiil. Damit haben wir den Einfluss duflerer Felder,
Mehrelektronensysteme und Molekiile wenigstens gestreift. Formal gesehen
behandeln wir damit das diskrete Spektrum des Hamilton-Operators.

Drei weitere Abschnitte sind den Ubergéngen zwischen stationdren Zusténden
durch zeitabhingige Storungen oder durch die Kopplung an das Strahlungs-
feld gewidmet. Allgemein wird gezeigt, warum Erzwungene Uberginge be-
sonders wahrscheinlich sind, wenn Resonanz vorliegt. Speziell studieren wir
Uberginge durch inkohdrenter Strahlung. Das immer vorhandene Strahlungs-
feld kann auch Spontane Uberginge von angeregten stationiren Zustéinden in
weniger angeregte Zustinde bewirken: dabei folgen wir der Argumentation
Einsteins. Die aus heutiger Sicht korrekte Beschreibung durch die Quanten-
feldtheorie wiirde den Rahmen des Buches sprengen.

Die letzten drei Abschnitte behandeln die Streuung von Teilchen, formal also
den kontinuierlichen Teil des Energiespektrums. Wir entwickeln den Begriff
des Wirkungsquerschnittes fiir Streuexperimente und zeigen, dass solche Wir-
kungsquerschnitte das Betragsquadrate von Streuamplituden sind, die man
im Rahmen der Quantentheorie berechnen kann (Wirkungsquerschnitt und
Streuamplitude). Als Beispiel erortern wir die Coulomb-Streuung elektrisch
geladener Teilchen in Bornscher Naherung.
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Im letzten Abschnitt dieses Kapitels iiber Streuung und Struktur wird gezeigt,
wie man mithilfe von Streuexperimenten den Aufbau zusammengesetzter Teil-
chen bestimmen kann. Das erértern wir detailliert fiir Molekiile, an denen man
Neutronen streut und fiir das Wasserstoff-Atom, das mit Elektronen beschos-
sen wird. Man hat damit das Werkzeug zur Hand fiir die Aufkldrung der
Struktur von Elementarteilchen wie Proton und Neutron, die in Wirklichkeit
aus Quarks zusammengesetzt sind.

7.1 Observable und Zustinde

Die Messgroflen der Physik werden zuerst einmal durch die entsprechenden
Messverfahren definiert. Dabei handelt es sich fast immer um den Vergleich
mit einer Einheit. Beispielsweise kann man die Masse eines Korpers mit Hil-
fe des Hebelgesetzes bestimmen: wie vielte Einheitsmassen erzeugen dasselbe
Drehmoment auf der einen Seite eines Hebels wie der Korper auf der anderen
(Waage). Eine andere Messvorschrift vergleicht die Dehnung einer Feder durch
die Gewichtskraft der Masse mit der Dehnung durch die Einheitsmasse (Fe-
derwaage). Eine dritte Moglichkeit bieten die StoBgesetze. Geschwindigkeiten
und Ablenkwinkel héingen vom Massenverhéltnis der beteiligten Korper ab.

Es gibt also eine Hebelwaage-Masse, eine Federwaage-Masse, eine Stof3gesetz-
Masse usw. Unzihlige Experimente! zeigen, dass mit verschiedenen Messver-
fahren ermittelte Massenverhéltnisse immer gleich sind. Daher ist die Masse
nicht mehr nur das Ergebnis der entsprechenden Messung, sie wird zu einer
Eigenschaft des Korpers, die unabhingig vom Messverfahren ist. Abstrakt
formuliert: eine Messgrofie ist nichts anderes als die Klasse aller zueinander
dquivalenten Messverfahren dafiir.

Jedes Messverfahren unterscheidet (innerhalb der Messgenauigkeit) zwischen
Alternativen. Scharfsinnige Uberlegungen ergeben, dass man diese Alterna-
tiven durch Projektoren P; auf eindimensionale Teilrdiume D; eines Hilber-
traumes H darstellen muss. Projektoren P sind lineare Operatoren mit der
Eigenschaft

P =Pl =pP% (7.1)

Sie sind also selbstadjungiert und haben die Eigenwerte 0 oder 1. Die Dimen-
sionalitdt des Raumes PH ist zugleich die Dimensionalitit des Projektors.
Insbesondere ist der Projektor genau dann eindimensional, wenn Pf = (g, f)g
gilt mit einem normierten Element g des Hilbertraumes.

Zu jeder Alternative P;, einem eindimensionalen Projektor, gehort ein reeller
Messwert m;, so dass

! Die Gleichheit von tréger und schwerer Masse ist der Ausgangspunkt fiir Einsteins
Allgemeine Relativitétstheorie.
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M =Y m;P; mit PP, =06 und » Pj=1 (7.2)
J J

gilt. Das sollte man so lesen: Messergebnisse sind reell (m; € R), Alternativen
sind verschieden (P; P, = 0 fiir j # k), und eine der Alternativen wird immer
gemessen (P +Py+... = I). (7.2) sagt: die Observablen eines Systems werden
durch selbstadjungierte Operatoren M dargestellt.

Wenn M7 und My Messgroflen sind, dann ist fiir beliebige reelle Zahlen 11,19 €
R auch 7y M7 4+ ro M5 eine Messgrofle. Ebenso macht

d(M) = Z ¢(m;) P (7.3)

Sinn, fiir eine beliebige Funktion ¢ : R — R. Die Alternativen bleiben, die
Messwerte werden umgerechnet.

Wenn zwei MessgroBen M’ und M " dieselben Alternativen besitzen, ist

M'=Y"m/P; und M" =Y "m/'P, (7.4)
J J

zu schreiben. Nehmen wir an, die Messung von M’ ergibt die Alternati-
ve j mit dem Messwert m/. Misst man sofort danach M ", so wird man
dieselbe Alternative j finden und damit den Messwert m]{’ . Das Produkt
M=M'M"=M"M"ist dann wiederum ein Messgrofie, namlich

M =Y mjm] P;. (7.5)
J

Wenn die beiden Messgrofien M’ und M " jedoch nicht vertauschen, dann ist
A = M'M" keine MessgroBe, wegen AT = M " M'. Das liegt daran, dass M’
und M " nicht mit ein- und derselben Zerlegung der Eins dargestellt werden
konnen. Zwar kann man immer die den Messgroflen zugeordneten selbstad-
jungierten Operatoren multiplizieren, aber nur wenn diese vertauschen, stellt
das Ergebnis wieder eine Messgrofle dar.

Den Zustand eines Systems pripariert man folgendermaflen. Eine gewisse Ob-
servable wird gemessen, und die Alternativen ¢); werden mehr oder weniger
griindlich unterdriickt. Jede der Alternativen @); tritt dann mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit w; auf. Das definiert den selbstadjungierten Operator

W=> wQ;, (7.6)
J

wobei I = Q1+Q2+. .. eine Zerlegung der Eins in eindimensionale Projektoren
darstellt. Die Feststellungen w; > 0 und ) w; = 1 laufen auf

W>0und trW=1 (7.7)
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hinaus. Ein linearer Operator, der den beiden Gleichungen (7.7) geniigt, heifit
statistischer Operator oder Dichte-Operator?. Die Spur eines linearen Ope-
rators L ist als

trL = Z(fj’ Lf;) (7.8)

erklirt, mit einem vollstdndigen Orthonormalsystem fi, fo,... Jedes andere
liefert denselben Wert?3.

Wenn sich der Zustand W und die Messgroie M auf dieselben Alternativen
beziehen, wenn also P; in (7.2) und @Q; in (7.6) tibereinstimmen (eventuell
nach Umnummerierung), ist

(M) = tr WM (7.9)

der Mittelwert (Erwartungswert) iiber die Messergebnisse einer langen Mess-
reihe. Es gilt dann namlich (M) = . w;m;. Die Alternative P; liefert den
Messwert m; und tritt mit der Wahrscheinlichkeit w; auf.

Aber auch dann, wenn W und M nicht miteinander vertauschen, muss man
(7.9) als Erwartungswert der Observablen M im Zustand W interpretieren.

Der eindimensionale lineare Raum P;H soll durch den normierten Vektor f;
aufgespannt werden. Es gilt also P;f; = f;. fi, f2,... bildet ein vollstéindiges
Orthonormalsystem. Man kann damit (7.9) in

(M) zzwj(fj,ij) (7.10)

umschreiben.

Wenn der Dichteoperator W selber ein eindimensionaler Projektor P = P; ist,
spricht man von einem reinen Zustand. Es gibt dann eine Zerlegung der Eins
I =P, + P, + P;+ ... in paarweise orthogonale Projektoren, so dass w; = 1
und wy = w3 = ... = 0 gilt. Anders ausgedriickt: die Alternative P trifft mit
Sicherheit ein. Der reine Zustand W = P wird durch einen normierten Vektor
f beschrieben, fiir den Pf = f gilt. (7.10) reduziert sich dann auf

(M) = (f,Mf). (7.11)

Wenn man mit g1, go, . . . das vollstdndige Orthornormalsystem der Eigenvek-
toren von M bezeichnet, dann kann (7.11) weiter in

(M) = (f,Mf)=>_ mil|(gr, ) (7.12)
k

2 oft auch Dichte-Matrix
3 Dass ein linearer Operator iiberhaupt eine Spur hat, also zur Spurklasse gehért,
ist eine harte Forderung.
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umgeformt werden. In dem reinen Zustand f ist mit der Wahrscheinlichkeit
|(gx, f)|? der Eigenzustand g, der Observablen M enthalten, der den Messwert
my, ergibt.

Analog ldsst sich (7.9) in

<M> =trWM = kaﬂ)k mit w, = Z |(gk7fj)\2wj (713)
k J
umschreiben.
f1, f2, ... ist dabei das vollstandige Orthonormalsystem von Eigenfunktionen

des Dichteoperators, gi,go,... das vollstindige Orthonormalsystem der M-
Eigenfunktionen. Summiert wird iiber alle potentiellen Messwerte my. Der
mogliche Messwert my, wird gewichtet mit einer Wahrscheinlichkeit wy. Diese
Wahrscheinlichkeit setzt sich aus den Wahrscheinlichkeiten w; fiir das Vor-
handensein des reinen Zustandes f; und der Wahrscheinlichkeit | (g, f;)|* zu-
sammen, dass in f; der Eigenzustand g; der Messgrofie M enthalten ist. Es
liegt entweder f; (mit Wahrscheinlichkeit wq) oder fo (mit Wahrscheinlich-
keit wo) oder. .. vor. my, wird mit der Wahrscheinlichkeit |(gx, f;)|* gemessen,
wenn f; im Zustand auftritt und f; mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
den Eigenzustand gy der Messgrofle M enthilt. Genau diese Kombination
von unabhéngigen Ereignissen durch und sowie oder spiegelt sich in (7.13)
wider.

Wir halten fest:

Jedes System hat seinen Hilbertraum H. Den Messgrofien entsprechen selbst-
adjungierte lineare Operatoren M auf diesem Hilbertraum. Zustinde W wer-
den durch positive lineare Operatoren dargestellt mit tr W = 1. Diese ge-

mischten Zustédnde sind Mischungen reiner Zustinde. ( M ) = tr WM ist der
Erwartungswert der MessgroBe M im Zustand W.

7.2 Symmetrien

Wir bilden den Hilbertraum unitér auf sich ab,
f=Uf mit U'U=1. (7.14)

Ein vollstéindiges Orthonormalsystem f; geht dabei iiber in ein wiederum
vollstandiges Orthonormalsystem fJ = Uf;. Eine entsprechende Zerlegung
I =P, + P, +...geht in eine andere Zerlegung I = P; + P, + ... iiber, mit
P; =UP;U".

Wenn W ein gemischter Zustand ist, dann ist W = UWUT ebenfalls einer.
Wenn M eine Messgriofle ist, dann beschreibt M = UMUT ebenfalls eine
Messgrofle, und es gilt

trtWM = tr WM. (7.15)
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Die unitdre Abbildung U bezeichnet man als Symmetrie, wenn sich der

Energie-Operator nicht édndert, H = H. Dazu gleichwertig ist die Feststel-
lung

UH = HU . (7.16)

Damit hat man auch schon das erste Beispiel gefunden: die Zeitverschiebung
selber

g htH

(7.17)
ist fiir jede Zeitspanne t eine Symmetrie. Das gilt so nur fiir autonome Syste-

me, bei denen der Hamilton-Operator nicht von dufleren Parametern abhéingt,
die sich zeitlich &ndern konnten.

Wir betrachten ein (vorerst) spinloses Teilchen. Der Hilbertraum ist dann
H={:R—C| /d3x\w(w)|2 < oo}, (7.18)
mit dem Skalarprodukt
(0.0) = [ 26" @), (7.19)

Wir verschieben nun das Teilchen um eine Strecke a. Derselbe reine Zustand,
der vor der Verschiebung durch die Wellenfunktion 1 beschrieben wurde, hat
nun die Wellenfunktion

Ya(z) =(x—a) (7.20)
Dafiir gilt die Taylor-Entwicklung
vale) = > S0 @), (r.21)
=0 '

Mit den drei linearen Operatoren

P = ’; v (7.22)

lasst sich (7.21) auch als

Ya=¢ 7 aP (2 (7.23)

schreiben.



7.2 Symmetrien 267

Wir wissen natiirlich léngst, dass die drei Operatoren P; die Komponenten
des Impulses bedeuten, die im Sinne von

(¢, Pjy) = (P9, %) (7.24)

selbstadjungiert sind.

Zu einem freien Teilchen mit Masse m gehort? der Hamilton-Operator

P?
_ ) 7.25
2m ( )

Weil die Komponenten des Impulses untereinander vertauschen, vertauschen
sie auch mit dem Hamilton-Operator (7.25), und das bedeutet

iagP

H, e 7% =0. (7.26)

Die Verschiebung eines freien Teilchens beschreibt also eine Symmetrie, der
Impuls ist erhalten.

Das wird sofort anders, wenn sich das Teilchen in einem Potential bewegt.
Mit der durch

(Xj9) (@) = x4 () (7.27)
erklarten Messgrofie ’Ort des Teilchens’ schreibt man

P2
H=T = — . 2
+V om T V(R) (7.28)

Zur kinetischen Energie T kommt die potentielle Energie V' hinzu, die allein
vom Abstand R = |X| = /X7 + X3 + X7 abhéngen soll.
Wegen

(X, Pe] = ihdjil (7.29)

ist die Ortsverschiebung nun keine Symmetrie mehr. Man kann sich leicht
davon {iberzeugen, dass

i i 1
e~ nPpgonal _ S-P+ V(X —al) (7.30)
m

gilt. Schlielich wird das Potential von einem anderen Teilchen erzeugt, das
ebenfalls verschoben werden sollte.

Das lasst sich natiirlich einrichten. Wir denken jetzt in einem Zweiteilchen-
Hilbertraum

4 in nicht-relativistischer Niherung
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H={y:R*xR3—C| /d3z1d3x2 [(21,22)|> < 0o} (7.31)

mit entsprechendem Skalarprodukt. Beide Teilchen werden um die gleiche
Strecke verschoben, also

Ya(z1,x2) = Y(z1 —a,z2 — a). (7.32)
Wieder gilt (7.21), nun aber mit

h h
P=P,+Py= -Vi+ - V. (7.33)

Man {iberzeugt sich leicht davon, dass

P P
H=-—14+__24+V(X:-X 7.34
St o+ V(1X — Xa) (734)
ein System beschreibt, fiir welches die Verschiebung eine Symmetrie ist.

Verschiebt man erst um a; und dann um as, dann hat man um die Strecke
a1 + ao verschoben. Das ist offensichtlich dasselbe wie die Verschiebung um
as + a1. Die Verschiebungen vertauschen, und daher gilt auch in jedem Falle

[Pj, Pe] =0. (7.35)

Man sagt auch: die Impulskomponenten vertauschen, weil die Translations-
gruppe abelsch® ist, das heifit: aus vertauschenden Elementen besteht.

Das gilt nicht fiir Drehungen. Wenn 72 (ein Einheitsvektor) die Drehachse
bezeichnet und « den Drehwinkel, dann stellen die unitéren Operatoren (mit
a=an)

Ue = ¢ rad

(7.36)

die Drehungen dar. Drehungen um verschieden orientierte Achsen vertauschen
i.a. nicht. Die Struktur des Raumes verlangt

[Jl, Jg] = ’Lth usw. (737)
Wenn man nur ein Teilchen ohne Spin hat, dann gilt
J=L=XxP. (7.38)

Drehimpuls ist dann dasselbe wie Bahndrehimpuls. Es ist einfach zu beweisen,
dass R? = X{+ X2+ X2 mit dem Bahndrehimpuls vertauscht, [L;, R] = 0. Fiir

5 Niels Henrik Abel, 1802 - 1829, norwegischer Mathematiker
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ein Teilchen im radialsymmetrischen Potential V' = V(R) sind die Drehungen
gemdf (7.36) und (7.38) Symmetrien.

Wenn das Teilchen den Spin 1/2 hat, muss man es durch eine zweikomponen-
tige Wellenfunktionen beschreiben,

H =i R - C2| /d% S (@) < oo} (7.39)

a=T,]

Der Spin-Drehimpuls ist durch S = ho /2 gegeben mit den Pauli-Matrizen

01 0—1 10
ol = , O3 = und o3 = (7.40)
10 1 0 0-1

gegeben. Wie man sieht, ist v ein Eigenzustand zu S3 mit Eigenwert

0
h/2, wiahrend zum Eigenwert —7i/2 gehort. Der Gesamtdrehimpuls ist

J = L + S, wobei Bahn- und Spin-Drehimpuls miteinander vertauschen. Es
gilt also
—q _ i
Ug = ¢ 1@0/2 — 50l (7.41)
Der erste Faktor ist eine komplexe 2 x 2-Matrix, die die Komponenten der

Wellenfunktion an der gleichen Stelle vermischt, wihrend der zweite Faktor
auf die Funktionsargumente wirkt, und zwar auf beide Komponenten gleich.

Wir haben in diesem Abschnitt gezeigt, dass die Zeittranslation, die Verschie-
bung im Ort und die Drehung zu Symmetrien fithren. In allen Féllen hat man
es mit einer ganzen Gruppe von Symmetrien zu tun, die eindimensionale abel-
sche Untergruppen besitzen und durch die Energie, die drei Komponenten des
Impulses und die drei Komponenten des Drehimpulses erzeugt werden.
Nicht alle Symmetrien sind mit einem stetig verdnderlichen Parameter (Zeit,
Strecke, Winkel) verbunden, es gibt auch diskrete Symmetriegruppen.

Als Beispiel fiithren wir die durch

() = ¥(~a) (7.42)
erkldrte Raumspiegelung an. Man kann sofort

IOI=1I" und 11’ =1 (7.43)

ablesen. II ist demnach unitér und selbstadjungiert zugleich. Die entsprechen-
de Messgrofie heifit Paritéit. Sie hat die zwei Eigenwerte +1 (gerade Paritét)
und —1 (ungerade Paritét).
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Man iiberzeugt sich leicht von
OXI'=-X |, IPII"=—-P und IILIIT = L. (7.44)

Weil P? und der Abstand | X'| unter Raumspiegelungen invariant sind, ist die
Paritéit eine Erhaltungsgrofie, wenn sich das Teilchen in einem radialsymme-
trischen Potential (7.28) bewegt.

In Polarkoordinaten
x1 =rsinfcos¢ , xo =rsinfsing , xs =rcosfd (7.45)

wird die Raumspiegelung durch (7,0, ¢) — (r,m — 0,7 + ¢) realisiert. Weil die
Kugelfunktionen Yy ., = Y;,(0, ¢) Eigenfunktionen von L? (zum Eigenwert
¢(£ + 1)h?) sind und zugleich von Lz (mit Eigenwert mh), lisst sich

H}/é,m = (_l)e}/é,m (746)

nachweisen.

Die Symmetrie unter Zeitumkehr passt iibrigens nicht in dieses Schema, und
wir miissen uns gesondert damit befassen. Wir wollen hier nur auf das Problem
aufmerksam machen.

Wenn man Operatoren unitir transformiert, A = UAUT, dann kann man aus
[A, B] = iC sofort auf [A, B] = iC schliefen. Die Kommutator-Struktur bleibt
also erhalten. Die Zeitumkehr muss man so definieren, dass dabei X — X
und P — — P herauskommt. Das ist aber mit den kanonischen Vertauschungs-
regeln [X;, Py] = ihd;,] nicht vertriglich. Die Zeitumkehr, eine Symmetrie,
kann nicht als unitire Transformation formuliert werden.

7.3 Nidherungsverfahren fiir gebunden Zustinde

Wir nehmen an, dass der Hamilton-Operator aus einem handhabbaren Teil
Hy und einer Stérung V besteht, H = Hy+ V. Handhabbar soll dabei heiflen,
dass die Eigenwerte und Eigenfunktionen bekannt sind:

Hox; = Ejx; - (7.47)

X1, X2, - - - bildet ein vollstdndiges Orthonormalsystem.
Die Stoérungstheorie geht folgendermafien vor.

Man betrachtet Hy + oV fiir kleine Werte «, entwickelt in eine Potenzreihe
nach a und setzt anschlieend oo = 1. Ob die Reihe konvergiert, in welchem
Sinne sie konvergiert, und ob das Ergebnis bei @ = 1 die urspriingliche Auf-
gabe 16st, steht auf einem anderen Blatt und kann an dieser Stellen nicht
erortert werden.
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Wir untersuchen, wie der Hy-Eigenzustand x; gestért wird, vorerst in nied-
rigster Ordnung a:

¢:Xj+aZCka+.... (7.48)
[y

Einsetzen in

(Ho +aV ) = Ey (7.49)
ergibt
Eix; +aoVyx + achEka +...=Ex; + ozEchXk +.... (7.50)
oy [y

Bildet man das Skalarprodukt mit x;, dann ergibt sich
E=E;+(x;,Vx;j)+-... (7.51)

Wird das Skalarprodukt mit einem anderen Eigenvektor gebildet, fiihrt das
auf

(X Vx5)
cp = =25 7.52
YT B~ Ey (7.52)
In den beiden letzten Formeln haben wir bereits o = 1 gesetzt, vertrauen also
darauf, dass die Stérung V in einem gewissen Sinn klein ist im Vergleich mit
Hjy, dem ungestorten Hamilton-Operator.

In niedrigster Ordnung Stérungstheorie wird die Energie eines Eigenzustandes
um einen zur Storung V' proportionalen Wert verschoben, der allein von der
Eigenfunktion abhéngt.

In den Ausdruck fiir die Anderung der Eigenfunktion gehen alle anderen un-
gestorten Zustédnde ein. Dabei ist das Gewicht umgekehrt proportional zum
energetischen Abstand.

Wir haben bisher stillschweigen angenommen, dass die Energieeigenwerte
nicht entartet sind. Andernfalls macht (7.52) keinen Sinn.

(7.52) legt aber auch nahe, was zu tun ist. Im Eigenraum zu einem entar-
teten Energieeigenwert von Hy muss V' diagonalisiert werden. Anders aus-
gedriickt, das vollstdndige Orthonormalsystem x1,x2,... ist so zu wihlen,
dass (xx,Vx;) fiir energetisch entartete verschiedene Eigenzustinde x; und
X% verschwindet.

In zweiter Ordnung Storungstheorie veréndert sich der Energieeigenwert £
wie

|(xe, V)12

E=E;+ (vaVXj)_FZﬁ

7

o (7.53)
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(7.52) und (7.53) legen es nahe, dass man nur energetisch benachbarte
Zustdnde mitnimmt. Man rechnet also nicht mehr im gesamten Hilbertraum,
sondern in einem passend gewéhlten Teilraum.

P sei der Projektor auf solch einen handhabbaren Teilraum. Handhabbar
bedeutet jetzt, dass man den Hamilton-Operator H in diesem Teilraum aus-
rechnen kann. Wenn der Teilraum PH durch eine endliches Orthornormalsys-
tem ¢, ¢, ... ¢, aufgespannt wird, dann lidsst sich in diesem Teilraum der
Hamilton-Operator durch die Matrix

Hj, = (65, Hoy) (7.54)

darstellen. Die Eigenwerte und Eigenvektoren dieser Matrix sind dann N&-
herungen an die wirklichen Eigenwerte und Eigenzusténde in dem durch den
Projektor P beschriebenen Bereich. Je grofler P, umso besser die Niherung.

Fiir dieses Naherungsverfahren gibt es keinen akzeptierten Namen. Ich spreche
gern von einer Verstiimmelung des Hilbertraumes, oder Trunkation.

Ubrigens ist es rechentechnisch oft einfacher, nicht auf der Orthogonalitit
zu bestehen. Man kann sich mit n linear unabhéingigen Basisfunktionen
@1, 2, . . . ¢, zufrieden geben. Mit (7.54) und

Niji = (b5, bx) (7.55)

berechnet man Naherungen an die Energieeigenwerte F als Losungen der ver-
allgemeinerten Eigenwertgleichung

> (Hjr — ENji) e, = 0. (7.56)
k
Dabei ist
b= crdr (7.57)
k

die zugehorige Figenfunktion.

Ein anderes beliebtes Naherungsverfahren beruht auf dem Minimax-Theorem.
Wir setzen dabei voraus, dass die Energieeigenwerte aufsteigend geordnet sind,
E,<Ey<...

Man wiahlt irgendeinen j-dimensionalen Teilraum D und ermittelt den gréfiten
Erwartungswert

oy (0:HO)
»eD (¢7¢) .
¢#0

(7.58)

Es ldsst sich zeigen, dass dieser Ausdruck durch den j-ten Eigenwert nach un-
ten beschriankt ist. Wahlt man den durch x1, x2, - - . X» aufgespannten Raum,
ergibt sich gerade E;. Daher gilt
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H
E; = Dnclgi sup ((?(; (55) (7.59)
dim D=j ‘3528 ’
Fiir die Grundzustandsenergie gilt insbesondere
H
B = it &9 (7.60)

seN (¢,9)

Diesen Befund, dass nédmlich die Grundzustandsenergie der kleinstmdogliche
Erwartungswert des Hamilton-Operators ist, nennt man das Rayleigh-Ritz-
Variationsprinzip®. Es fiihrt direkt auf ein Niherungsverfahren, indem das
Infimum nicht iiber alle, sondern nur iiber eine hinreichend grofle, passende
Familie von Probewellenfunktionen ¢ gesucht wird.

Wir tragen nach, warum (7.58) durch E; nach unten bechrénkt ist. Um den
Beweis einfach zu halten, gehen wir von einem n-dimensionalen komplexen
Vektorraum mit dem iiblichen Skalarprodukt aus.

H ist dann eine hermitesche n x n-Matrix. Es gibt eine unitidre Matrix U, so
dass D = UHU' diagonal ist. In der Diagonalen findet man die Eigenwerte E
der Matrix H, die bekanntlich reell sind. Wir wéahlen U so, dass die Eigenwerte
aufsteigend geordnet sind, F; < Ey < ...

Es gilt

(z,Hz) _ (y, Dy)
(z,2) (¥, 9)

Daraus folgt, dass der maximale Erwartungswert mit dem gréfiten Eigenwert
FE,, iibereinstimmt.

mit y=Ux. (7.61)

Wir nehmen jetzt an, dass eine lineare Nebenbedingung (p, ) = 0 zu beachten
ist. Nach dem Transformieren mit U wird daraus (¢,y) = 0, mit ¢ = Up. Im
ungiinstigsten Fall kann das auf y,, = 0 hinauslaufen, so dass man nur

max (x, Hx) > E,_1 (z,2) bei (p,x) =0 (7.62)

garantieren kann. Dabei ist natiirlich p # 0 angenommen.

Wir bezeichnen den auf p senkrecht stehenden Teilraum als D. Er hat die
Dimension n — 1. Damit kann (7.62) auch als

max (z, Hx) > E,_1 (z,x) (7.63)

z€D

formuliert werden.

6 Walter Ritz, 1878 - 1909, schweizerischer Mathematiker und Physiker
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Das lésst sich leicht auf einen j-dimensionalen Teilraum D verallgemeinern:

max (z,Hz) > E; (z,x). (7.64)
z€D
dim D=j
In dieser Formulierung kommt die Dimension n des linearen Vektorraumes
gar nicht mehr vor, so dass wir das Ergebnis auf den Hilbertraum iibertragen
diirfen.

7.4 Stark-Effekt beim Wasserstoff-Atom

Wir betrachten ein Wasserstoff-Atom in nicht-relativistischer Ndherung. Ein-
fachheitshalber wollen wir auch annehmen, dass das Proton bei * = 0
ruht. Mit m als Elektronenmasse und e als Einheitsladung ist der Hamilton-
Operator durch

Hip(a) = 1 Ap(a) — —

— (7.65)

B 47’(’6()‘1}‘

gegeben.

Jetzt soll der Fall untersucht werden, dass sich das Atom in einem &ufleren
statischen elektrischen Feld befindet. Die Feldstdrke am Ort des Atoms be-
zeichnen wir mit £, sie moge in 3-Richtung weisen. Wir miissen zur Energie
(7.65) die Dipolenergie e€ X3 hinzufiigen, rechnen also mit

H(E) = H + eEX5. (7.66)

Nun sind realistische Feldstirken & immer sehr klein, wenn man sie mit der
atomphysikalischen Einheit

m2et

€0 = Grayigs = 0151 X 107 Van! (7.67)
0

vergleicht. Der Zusatz e£Xj3 zum Hamilton-Operator H des Wasserstoff-
Atoms ist also immer als klein anzusehen. Als Basis fiir eine ndherungsweise
Behandlung von H + e£ X3 bieten sich daher Wasserstoff-Eigenfunktionen an,
die bereits orthogonal zueinander sind.

Die Eigenfunktionen x,;.» des Wasserstoff-Atoms sind bekannt. Sie werden
durch die Hauptquantenzahl n und die Drehimpulsquantenzahlen ¢ und m
nummeriert. Dabei gilt n =1,2,...;¢=0,1,..., n—1;m=—{,—(+1,... L.
Die Energieeigenwerte héngen von der magnetischen Quantenzahl m nicht
ab, wegen der Drehsymmetrie. Dass sie auch von ¢ nicht abhéingen, ist eine
Besonderheit des 1/r-Potentials. Relativistische Korrekturen beseitigen diese
Entartung. In nicht-relativistischer Naherung gilt jedenfalls
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Erim = _ﬁE* ) (7.68)
mit der atomphysikalischen Energieeinheit”
met
E, = W =27.23 eV. (7.69)

Die Komponente L3 des Bahndrehimpulses vertauscht mit dem Hamilton-
Operator (7.66). Deswegen verschwinden Matrixelemente H;j, = (¢;, H(E)dr),
bei denen die Lsz-Eigenwerte von ¢; und ¢ verschieden sind. Es reicht also
aus, nur Zustinde mit magnetischer Quantenzahl m = 0 zu betrachten.

Wir beschréinken uns hier auf die energetisch am tiefsten liegenden Wasserstoff-
Eigenzustéinde 1s, 2s und 2p. IThre normierten Wellenfunktionen sind (in atom-
physikalischen Einheiten)

$1=x10 =2¢ ' \/1/4m (7.70)
b2 = X250 =V 1/2(1 — g) e_r/2 V1/4m (7.71)

3 = X2po = \/1/24re_r/2\/3/47rcos0. (7.72)

Als Matrix Hjj, berechnet man

Hyy Hip Hys -1/2 0 diz€
Hoy Hoo Has | = | 0 —1/8dp€ |, (7.73)
Hsy Hsp Hss di3 € daz € —1/8
mit
diz = (X1s0, X3 X2p0) = V227375 = 0.7449... (7.74)
und
daz = (X250, X3 X2p0) = 3. (7.75)

Dass auf der Diagonalen keine zu £ proportionalen Beitréige auftauchen und
dass d12 = (x1s0, X3 X2s0) verschwinden muss, ist leicht einzusehen.

Durch Iy(x) = ¢(—x) wird bekanntlich der Paritédtsoperator IT definiert.
Er beschreibt die Raumspiegelung, ist selbstadjungiert, und hat die Ei-
genwerte 1 (gerade) und —1 (ungerade). Die Paritéit von Bahndrehimpuls-
Eigenzustéinden ist gerade oder ungerade, je nachdem ob der Bahndrehimpuls

7 auch als Hartree bezeichnet
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¢ gerade oder ungerade ist. Die Dipolenergie —g€ X &ndert die Paritit eines
Zustandes. Daraus folgt, dass in (7.73) keine zu £ proportionalen Eintrége zu
finden sind, wenn ¢; und ¢, dieselbe Paritét haben.

Wir berechnen die Eigenwerte E der Matrix (7.73). Sie sind Losungen der
Gleichung

1 1 1 1
(—5 = B)—5 — B —dy(—5 — F) € — d(—5 — )€ =0, (1.76)
Fiir kleine Werte von £ erhélt man

1 8

E1:f§f§d§3€2+..., (7.77)
1

EQ:—g—d235+..., (7.78)
1

Eg,:—g+d135+.... (7.79)

Im Allgemeinen #ndert sich ein Energieniveau quadratisch mit der Stérke
E eines dufleren elektrischen Feldes (hier: 1s). Nur wenn zwei Zusténde mit
verschiedener Paritit (hier: 2s, 2p) entartet sind, gibt es auch einen linearen
Effekt.

Bekanntlich ist die negative Ableitung der Energie eines Teilchens nach der
elektrischen Feldstédrke dessen Dipolmoment d. Ein Wasserstoff-Atom im
Grundzustand E; hat daher das zum angelegten Feld £ proportionale Di-
polmoment d = af. « ist die Polarisierbarkeit des betreffenden Atoms. Wir
haben hier den Wert oo = 2.96 (in atomphysikalischen Einheiten) fiir die Po-
larisierbarkeit des Wasserstoff-Atoms berechnet. Natiirlich kann das nur eine
N#herung sein, weil auler dem 1s-Zustand nur noch die Zusténde 2s und 2p
beriicksichtigt worden sind. Bezieht man alle Zusténde ein, ergibt sich ein um
etwa 40% hoherer Wert.

Nicht nur das duflere elektrische Feld, auch ein dufleres Magnetfeld beeinflusst
die Energieeigenwerte. Das kommt daher, dass mit dem Spin-Drehimpuls S
eines Elektrons auch ein magnetisches Moment

m=——=S (7.80)
verbunden ist. Fiir jedes Elektron ist also ein Term

—pom - H (7.81)

zum Hamilton-Operator hinzuzufiigen. Dass die Atome auf ein dufleres Ma-
gnetfeld wegen (7.81) reagieren, ist als Zeemann-Effekt® bekannt.

8 Pieter Zeeman, 1865 - 1943, niederlindischer Physiker
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7.5 Helium-Atom

Wir behandeln hier das Helium-Atom in nichtrelativistischer Ndherung. In
atomphysikalischen Einheiten haben wir es mit dem Hamilton-Operator
1 2 1 2 1

H=-= b

- = 7.82
27 x| 2 (7:82)

]z — @l

zu tun. Die beiden Elektronen a und b haben jeweils eine kinetische Energie
und werden vom zweifach geladenen Helium-Kern angezogen. Hinzu kommt
die Abstolung der beiden Elektronen.

Zwar kommt in (7.82) der Elektronenspin nicht explizit vor, er macht sich
jedoch indirekt bemerkbar, weil die beiden Elektronen identische Teilchen sind
und dem Pauli-Prinzip gehorchen miissen. Da die Spindrehimpulse S, und S
der beiden Elektronen mit den Orten und Impulsen vertauschen, faktorisieren
die Wellenfunktionen in einen Spin- und Ortsanteil.

Mit T| bezeichnen wir beispielsweise den Zustand, dass die 3-Komponente von
S, (also S, 3) den Eigenwert 1/2 hat und S, 3 den Eigenwert —1/2.

Der Gesamtspin ist S = S, + S;. Analog sind die Leiteroperatoren Sy fiir
den Gesamtspin als Summen der entsprechenden Leiteroperatoren definiert.

Der Zustand 171 hat den Ss-Eigenwert 1, und es gilt S, 17 = 0. Daher hat
dieser Zustand den Gesamtspin s = 1. Durch Anwenden von S_ und an-
schlieBendes Normieren kommt man zum Zustand (|7 + T|)/v2. Das ist
ein Eigenzustand von S3 mit Eigenwert 0. Nochmaliges Anwenden von S_
und Normieren fithrt auf ||. Diese drei Spinzustinde beschreiben das Spin-
Triplett.

Die Linearkombination (|7 — 7|)/v/2 wird von S, und S_ vernichtet, der
Ss-Eigenwert betragt 0, daher ist der Gesamtspin dieses Zustandes s = 0. Es
handelt sich um ein Singulett.

Wir halten fest, dass der Spin-Triplett-Zustand unter Vertauschung der beiden
identischen Teilchen symmetrisch ist, der Spin-Singulett-Zustand dagegen an-
tisymmetrisch. Folglich gehtrt zum Spin-Triplett-Zustand eine antisymmetri-
sche Ortswellenfunktion und zum Spin-Singulett-Zustand eine symmetrische.

Bei der Auswahl einer Probewellenfunktion lassen wir uns von den folgenden
Uberlegungen leiten. Das erste Elektron findet einen Kern mit Ladung 2 vor,
es befindet sich in dem entsprechenden 1s-Grundzustand. Nun geben wir das
zweite Elektron hinzu. Es sieht einen Kern mit Ladung 2, der durch ein Elek-
tron abgeschirmt wird. Also setzen wir dafiir einen 1s-Zustand zur Ladung 1
an. Diese Extremposition mildern wir ab durch den Ansatz

o o o o
bi(Ta,ap)x e "o HTh g TR TR T (7.83)

Wir geben damit die effektiven Ladungen £’ = 2 und x” = 1 fiir Zwischen-
werte frei. & steht fiir Singulett oder Triplett, r,, fiir |x,| und rp fir |z
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Wir suchen nach dem Minimum des Funktionals

/ P o d* @y % (Tar @0) H di (0, x)

By (k1,k2) = (7.84)

[ o den i enw) 0 (@0rar)
Mit £’ =~(1+ ) und &” = v(1 — 4) gilt fiir das Spin-Triplett
1—6)4+46%+1
E / " — A2 (
-‘r(HaK ) Y 1+(1762)3
Y _5(1=0%)(1 - 116%/10 + 5% /2)

: {16 R . (7.85)

Ahnlich sieht der Ausdruck E_(x’,x") fiir das Spin-Singulett aus.

Dass 6 nur als Quadrat auftritt, macht Sinn. Schliefflich ist die Probewellen-
funktion unter der Vertauschung von k£’ und x” symmetrisch. Fiir festgehal-
tenes ¢ ist das Minimum {iber 7 einfach zu bestimmen, so dass nur noch eine
Funktion von § zu optimieren ist.

Fiir den Singulett-Zustand ergibt das Minimum —2.875F,, der experimentelle
Wert (Grundzustandsenergie des Heliums) betrégt Ey = —2.904E,.

Im Triplett-Zustand ergibt das Minimum —2.160E,. Das muss mit dem ex-
perimentellen Wert —2.175F, verglichen werden.

Tonisierung bedeutet, dass ein Elektron sich ohne kinetische Energie unend-
lich weit vom zuriickbleibenden He-Kern plus Elektron aufhélt. Die Grundzu-
standsenergie dieses He™-Ions ist analog zum Wasserstoff-Atom zu berechnen,
formal muss man e2 durch 2e2 ersetzen. Das ergibt —2F,. Das Helium-Atom
ist also sowohl im Singulett- als auch im Triplett-Zustand stabil gebunden,
weil ihre Energien tiefer als -2 E, liegen.

Kann ein Proton auch zwei Elektronen binden? Um diese Frage zu untersu-
chen, muss man lediglich in (7.82) die Ladung 2 durch 1 ersetzen. Fiir das
Spin-Singulett ergibt sich als Minimum der Wert -0.513 E,, der unter 0.5 E,
liegt, der Grundzustandsenergie des Wasserstoff-Atoms. Die experimentell er-
mittelte Grundzustandsenergie diese H™-Ions betrédgt -0.528 E... Solche Ionen
wurden zuerst in der Atmosphére der Sonne nachgewiesen. Dass ein Proton
nicht auch drei Elektronen binden kann, ist schwierig nachzuweisen.

Die beste Probewellenfunktion fiir den Grundzustand des Helium-Atoms
erhdlt man fir £’ = 2.18 a, und k" = 1.20 a,. Ein Elektron sieht also
die Ladung 2 (ungefihr), das andere die Ladung 1 (ungefihr). Die Abwei-
chungen von 2 und 1 entstehen dadurch, dass sich die Elektronen wegen der
Coulomb-Abstoflung gegenseitig etwas aus ihren Zusténden verdridngen.
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Ubrigens ist der Triplett-Grundzustand des Heliums stabil, auch wenn man
relativistische Korrekturen einbezieht. Nur St6fe mit anderen Helium-Atomen
konnen Ubergéinge zum Singulett-Grundzustand bewirken.

Die Grundzustandsenergie des Heliums lésst sich nicht exakt berechnen. Eine
noch so grofie und noch so raffiniert ausgewéhlte Familie von Probewellen-
funktionen ergibt immer nur eine obere Grenze. Allerdings kennt man auch
Formeln fiir untere Grenzen. Beim Helium-Atom stimmen obere und untere
Grenze bis auf mindestens sechs Stellen iiberein. Das ist viel besser als der
Fehler durch die nicht-relativistische N&herung.

7.6 Wasserstofl-Molekiil

Ein Proton sitzt bei « 4, das andere bei xg. Zwei Elektronen, das eine bei x,,
das andere bei x;,, wechselwirken damit. Das Wasserstoff-Molekiil wird also
durch Wellenfunktionen

Y(0AT A, OBTR, 0qXq, ObTp) (7.86)

beschrieben. Diese Wellenfunktion muss bei der Vertauschung c4x 4 < opxp
das Vorzeichen wechseln ebenso wie bei 0,2, < opxp. Das verlangt das Pauli-
Prinzip.

Jedes dieser vier Teilchen o = A, B, a,b hat eine kinetische Energie T, . Mit
der Bezeichnung 7,3 = |, — xg| fiir den Abstand der Teilchen o und g
kénnen wir den Hamilton-Operator? wie folgt schreiben :

1 1 1 1 1 1
H=Tys+Tp+To+Tp+ — + — — — — — — —— — —— _(7.87)
TAB Tab T Aa T Ab TBa TBb

Den Grundzustand findet man, indem das Minimum des Energiefunktionals
E() = (¢, HY)/ (¢, ) iiber alle Wellenfunktionen (7.86) gesucht wird. Die
nach Born und Oppenheimer benannte Nidherung besteht darin, sich auf
faktorisierende Zusténde

’g/J = @(UA:BA7JB:EB) (;S(Ua:ca,ab:cb) (7.88)
zu beschrinken.

Wir definieren den Operator

1 1 1 1 1
W=Tp+ Tyt — — — — — — — — — (7.89)
Tab TAa TAb TBa TBb

fiir elektronische Wellenfunktionen ¢ = ¢(o,xq, opxp). Die Argumente der
Protonen werden als Parameter aufgefasst, W = W(oaxa,05xR).

% in atomphysikalischen Einheiten
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Das Infimum?!©

W(R) = | ;IH{ (&, W9) (7.90)

bezeichnet man als elektronisches Potential. Es hangt nicht von den Kernspins
ab, sondern nur vom Kernabstand R = r4p, wie man sich leicht klar macht.

Nachdem man das Infimum iiber alle elektronischen Wellenfunktionen aufge-
sucht hat, vereinfacht sich (7.87) zu

1
H=Ts+Tp+V(R) mit V(R) = = + W(R). (7.91)
Nun ist nur noch die Rede von zwei Protonen, die sich nach dem Coulomb-
Gesetz abstoflen und durch die gemeinsame Elektronenhiille beisammen ge-
halten werden, insgesamt also durch das Potential V' = V(R).

R — oo lduft auf zwei isolierte Wasserstoff-Atome hinaus, so dass V(oc0) =
—1F, gilt. Wenn der Protonenabstand verschwindet, hat man mit W den

Hamilton-Operator des Helium-Atoms vor sich. Seine Grundzustandsenergie
betréigt W(0) = —2.904E,.

Das Potential V(R) setzt sich aus der fallenden Funktion 1/R und der wach-
senden Funktion W (R) zusammen. V(R) hat bei Ry = 0.74 A ein Minimum.
Ry ist damit der mittlere Kernabstand im Wasserstoff-Molekiil. Um Ry herum
kann man geméf

V(R) =Vp + %wQ (R—Ro)2+... (7.92)

entwickeln. Dabei wurde die reduzierte Masse p = M,,/2 der Kerne abgespal-
ten'!. hw hat den Wert 0.54 eV. Das lésst sich rechnen und messen.

Rechnen, indem man eine umfangreiche Klasse von handhabbaren elektroni-
schen Probewellenfunktion wéhlt und W(R) approximiert. Dann ldsst sich
das Minimum von V(R) bestimmen und die Kriimmung am Minimum. Das
liefert hw.

Messen, indem man die Molekiilschwingungen des Wasserstoff-Molekiils unter-
sucht. Bekanntlich entspricht (7.91) einem freien Teilchen mit Masse 2M,,. Die-
ses Teilchen ist ein harmonischer Oszillator, dessen Schwingungsfreiheitsgrad
n-fach angeregt werden kann. Die Anregungsenergien betragen fiw, 2w . . .

Wenn die beiden Kerne sehr weit voneinander entfernt sind, dann han-
delt es sich erst einmal um isolierte, neutrale Wasserstoff-Atome im Grund-
zustand mit radialsysmmetrischer Ladungsverteilung. Der von der Ladung
herrithrende Beitrag zum Potential verschwindet also exponentiell mit dem
Abstand.

10 % = ¢(04xa, opxs) muss das Pauli-Prinzip respektieren
"1 Das Proton ist fast zweitausendmal so massiv wie ein Elektron, M, = 1836 m
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Sind die Kerne nur weit, aber nicht zu weit entfernt, dann induzieren die
Wasserstoff-Atome wechselseitig Dipolmomente. Man kann zeigen, dass das
Potential V(R) bei R — oo anzieht und wie R~¢ abfillt. Der Abfall wie
R™7 ist typisch fiir die so genannt van der Waals-Kraft zwischen Atomen
und Molekiilen. Bei R — 0 dominiert natiirlich die Coulomb-Abstoflung der
positiv geladenen Kerne.

Das ist eine gute Stelle, um iiber den Potentialbegriff zu reflektieren. Eigent-
lich haben wir bisher nur die stets anziehende Schwerkraft und die anziehende
oder abstoBende Coulomb-Kraft kennengelernt. Beide sind zu 1/r? proportio-
nal und werden durch 1/r-Potentiale beschrieben. Geht die Gravitationskraft
nicht von einer Punktmasse aus, sondern von einer Massenverteilung, dann
muss man solche 1/r2-Krifte iiberlagern. Dasselbe trifft zu, wenn eine La-
dungsverteilung Krifte ausiibt. Hier haben wir gesehen, dass noch raffinierte-
re Vorstellungen zum Potentialbegriff fithren. Trotzdem handelt es sich immer
um eine Uberlagerung von 1/r-Potentialen. So entsteht also auch die effektive
Kraft auf die Protonen eines Wasserstoff-Molekiils aus einem Potential.

Dass Kraftfelder rotationsfrei sind, sich also aus Potentialen herleiten las-
sen, ist demnach kein tief schiirfendes Axiom. Die Aussage ist richtig fiir die
Gravitationskraft zwischen Massenpunkten und fiir die Coulombkraft zwi-
schen Punktladungen. Alle anderen Kraftfelder sind Uberlagerungen dieser
priméren Kraftfelder und haben demnach ebenfalls ein Potential. Selbst die
elastischen oder die van der Waals-Kriifte sind verkappte Coulomb-Krifte, wie
wir soeben eingesehen haben.

7.7 Erzwungene ﬂbergé’mge

In dem Abschnitt {iber den Stark-Effekt haben wir gesehen, wie eine Stérung
(duBeres elektrisches Feld) die Energie-Eigenwerte und -Eigenzustéinde ver-
dndert. Wir wollen jetzt zeigen, dass eine zeitlich verdnderliche Stérung zu
Ubergingen zwischen ansonsten stationéren Zustéinden fiihrt.

Dafiir untersuchen wir die Schrodinger-Gleichung
h -
-7 Yy = (Ho + V coswt) g . (7.93)

Um die Rechnung so einfach wie moglich zu halten, soll angenommen werden,
dass nur zwei Eigenzustdnde von Hy wesentlich sind,

Hy¢py = E1¢y und Hogo = Ez¢o, (7.94)

und dass die Matrix Vj, = (¢;, V¢y) keine Diagonalelemente hat,

Viit Viz . 0n (7 95)

Va1 Vaa n0
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Durch Multiplizieren mit einer Phase kann man immer erreichen, dass Vi
reell ausfallt und dann mit V5; iibereinstimmt.

Wenn das System ein Wasserstoff-Atom ist, ¢; fiir den (1s07)-Zustand, ¢ fiir
(2p07) steht, und wenn die Stérung durch ein zeitlich periodisches elektrisches
Feld mit Kreisfrequenz w = (E9 — E7)/h verursacht wird—dann sind die oben
angegebenen Annahmen erfiillt. Wir rechnen also mit

Vo1 =n¢g2 und Voo =ng¢; . (7.96)

Die Losung der Schrodinger-Gleichung (7.93) kann als

Y O P LA P L (7.97)

geschrieben werden, mit hAwy; = F7 und hws = FE5. Bei n = 0 wére das schon
mit konstanten Koeffizienten c; eine Losung.

Aus

0 = il — Hytp — coswt Vap
=ihée —uwnt ¢1 —ncoswte —wnt c1¢2

tihege W g, _peoswte W cygy (7.98)

folgen, mit hwy = hws — hw = FE5 — F4, die beiden Bewegungsgleichungen

%ihéy = 1 {ei(—wo + w)t n ei(—wo - w)t}

ihiés = 1) {e"(“"o twpt | iltwo - “’)t} e (7.99)

C2

Daraus kann man iibrigens nédherungsfrei die Beziehung
ler ()7 + e2(t)]* = 1 (7.100)

herleiten.

Angenommen, zur Zeit t = 0 sei das System im Zustand ¢;. Wir rechnen also
mit ¢;(0) = 1 und ¢2(0)=0. Fiir eine hinreichend kleine Zeit ergibt das

_ ei(w—i—wo)t 1_ ei(w—wo)t

i 1
t) = — . 7.101
c2(t) 2h w + wo + W — wo ( )

Nur bei w ~ wg gibt es einen nennenswerten Beitrag, so dass man
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‘77|2 2 W — Wo

2 _ : 102
lea(?)] (o — o) sin 5 t (7.102)

berechnet. |c2(t)|? ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System nach der Zeit ¢
vom Zustand ¢; in den Zustand ¢ iibergegangen ist. Natiirlich ist (7.102) nur
richtig, wenn |ca(t)|? < 1 gilt, da man andernfalls (7.99) nicht mit ¢1(t) = 1
l6sen darf.

Wir fassen das erst einmal zusammen:

Es sei ¢ ein stationédrer Zustand des ungestorten Systems. Eine periodische
Storung V' (t) = coswtV bewirkt, dass das System mit der Wahrscheinlichkeit

2 _
[(¢p2, V1)l sip? & Wo

W2<—1(t) = hQ(w o w0)2 9

" (7.103)

nach der Zeit ¢ im stationiren Zustand ¢ angetroffen wird. Dabei ist die
Ubergangskreisfrequenz wo durch fiwyg = Es — F; definiert. Ubergiinge finden
nur dann mit nennenswerter Wahrscheinlichkeit statt, falls die Kreisfrequenz
w der Stérung ungefihr mit der Ubergangskreisfrequenz wy zusammentfillt.
Ubergiinge sind also nur bei Resonanz wahrscheinlich. Die Formel (7.103) ist
allerdings nur im Falle Ws. 1 (t) < 1 eine gute Ndherung.

Und hier noch eine wichtige Bemerkung. Wir haben nie vorausgesetzt, dass
die Kreisfrequenz w der Stérung positiv sein soll. Die erzwungenen Ubergéinge
konnen also vom energetisch hoheren zum tieferen Niveau verlaufen, aber
auch in umgekehrter Richtung. Mehr noch, die Wahrscheinlichkeit W5, 1 und
Wi o stimmen sogar iiberein. Dieser Befund ist als Prinzip des detaillierten
Gleichgewichtes'? bekannt.

Weil erzwungene Ubergiéinge nur bei Resonanz mdaglich sind, also nur dann,
wenn hw = |Ey — Fj| stimmt, ist es eine gute Néherung, sich auf ledig-
lich zwei Zustédnde zu beschrinken. Lediglich im Falle von tatséchlichen oder
naherungsweisen Entartungen muss man etwas mehr tun. Aber selbst das
ist oft nicht notig. Beispielsweise werden wir am Beispiel des Wasserstoff-
Atoms feststellen, dass der Storoperator (das elektrische oder magnetische
Dlpolmoment) ganz bestimmte Auswahlregeln verursacht. Beispielsweise ist
ein Ubergang 1s < 2s immer verboten, so dass die Entartung von 2s und 2p
gar keine Rolle spielt.

Wir erinnern an dieser Stelle an das Ammoniak-Molekiil NH3. Die drei Pro-
tonen bilden ein gleichseitiges Dreieck, der Stickstoffkern hélt sich entweder
iiber oder unter dieser Ebene auf. In Wirklichkeit sind symmetrische oder
antisymmetrische Kombinationen davon die wirklichen Eigenzustédnde. Die
Energiedifferenz definiert den Mikrowellenstandard in dem Sinne, dass bei der
Frequenz f=23.87012 GHz Uberginge zwischen beiden Eigenzustinden mit
grofler Wahrscheinlichkeit moglich sind. Ich lenke hier die Aufmerksamkeit
auf die siebenstellige Genauigkeit. Dass man die Frequenz so genau festlegen

12 detailed balance



284 7 Mehr Quantentheorie

kann, ist nur deswegen maoglich, weil die Ubergangswahrscheinlichkeit ganz
stark absinkt, wenn die Resonanzbedingung nicht genau erfiillt ist.

7.8 Ubergiinge durch inkohiirente Strahlung

Wir nehmen jetzt an, dass das System (etwa ein Atom oder Molekiil) durch
ein elektromagnetisches Strahlungsfeld gestort wird.

FEine ebene, monochromatische elektromagnetische Welle wird durch
E1=0, & =0 und & = & cos(wt — kxq) (7.104)

beschrieben. Die Welle 1lauft in 1-Richtung und ist in 3-Richtung linear pola-
risiert. Zu (7.104) gehoért das Induktionsfeld

B1=0, By = ¢ cos(wt — kx1) und B3 =0. (7.105)
c

Die typischen Energiedifferenzen bei Atomen und Molekiilen liegen im eV-
Bereich, dazu gehoren Wellenldngen im Mikrometerbereich. Es ist also ein
gute Niaherung, wenn das elektromagnetische Feld im Bereich des Atoms oder
Molekiils als 6rtlich konstant'? angesetzt wird. Wir rechnen daher mit den
Ausdriicken (7.104) und (7.105) an einem festen Ort, etwa o = 0.

Die Storung hat also die Form
. &
V(t) =coswtV mit V=-Eds+ —ma. (7.106)
¢

Es kommen also das elektrische Dipolmoment d und das magnetische Dipol-
moment m des Systems ins Spiel. Wenn immer ein Strahlungsiibergang durch
d moglich ist, gibt es keinen m-Beitrag, und umgekehrt. Das liegt daran, dass
sich das elektrische Dipolmoment unter Raumspiegelung anders transformiert
als das magnetische. So wie B ist auch das magnetische Dipolmoment m ein
axialer Vektor, und kein polarer Vektor wie €& oder d. Wir verfolgen hier nur
den Fall weiter, dass ein elektrischer Dipoliibergang moglich ist.

Wir kennen bereits die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Atom durch ei-
ne Bestrahlung der Dauer ¢ vom stationdren Zustand ¢; in den stationdren
Zustand ¢9 iibergeht, ndmlich

2 p—
|(¢27d3¢1)| sin2 w wo "

Woy =&°
>t h2(w — wp)? 2

(7.107)

Dabei ist iwg = F2 — E; gerade die Differenz der zugehorigen Energieeigen-
werte.

13 Das gilt nicht mehr fiir harte Réntgen- oder y-Strahlung.
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Mit dem Poyntingvektor S = € x H berechnet man die zeitgemittelte Inten-
sitédt als

52
—— mit R() Ho

S —.
2R0 €0

(7.108)

Zur Erinnerung: Ry ist der Wellenwiderstand des Vakuums. Damit kann man
(7.107) auch als

2
Wy = 2R0 5 |(Ga, dyg)|? S0 = w0)t/2 (7.109)

(w— wp)?
formulieren.

Nun besteht jede direkt oder indirekt thermisch erzeugte Strahlung aus einem
inkohérenten Gemisch verschiedener Frequenzen. Die Intensitédt S lésst sich
dann mit Hilfe der spektralen Intensitit [ = I(w) als

S:/O dw I(w) (7.110)

schreiben. Auch (7.109) ist dann iiber die Kreisfrequenz w zu mitteln. Weil
sin? x/22 bei « = 0 einen scharfen Peak hat, kann man in

/dw](w)w ~

o gtl(wo) (7.111)

umformen. Die iiber die Kreisfrequenzen gemittelte Wahrscheinlichkeit ist also
zur Bestrahlungszeit ¢ proportional, so dass die Wahrscheinlichkeitsrate

(7.112)
t=0
der relevante Begriff ist.

Die folgende Abénderung ist auch noch erforderlich. Man muss iiber die bei-
den Polarisationsmoglichkeiten der Strahlung mitteln und ebenso {iber die
Orientierung der Atome oder Molekiile. Das bedeutet

3
(62, ds)? Z (¢2,d;jén)|? (7.113)

o::\»—u

und damit erhalt man dann

3

TI'R()

Ipeq = ?hg E (2, djn)]? . (7.114)
Jj=1
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Man bestrahlt also zufillig orientierte Atome oder Molekiile mit unpolari-
sierter Strahlung. Die Wahrscheinlichkeitsrate, dass ein Ubergang vom stati-
onédren Zustand ¢ in den ebenfalls stationidren Zustand ¢ stattfindet, wird
durch (7.114) beschrieben. Diese Ubergangsrate ist proportional zur spektra-
len Intensitét I(wg) bei der Resonanzfrequenz, das heifit bei fiwg = |Ey — F1|.
In die Formel geht ein, dass mehr Strahlung auch mehr Uberginge hervorruft.
Es gehen aber auch die Eigenschaften des Atoms oder Molekiils ein, denn die
Wahrscheinlichkeitsrate s ; ist zum Ubergangsmatrixelement |(¢o,d ¢1)|?
proportional.

Wir weisen noch einmal darauf hin, dass niemals F5 > F; benutzt wurde.
Daher gilt (7.114) sowohl fiir die induzierte Absorption als auch fiir die indu-
zierte Emission von inkohérenter Strahlung. Fiir schmalbandige Laserquellen
darf man (7.114) nicht verwenden.

Als Beispiel betrachten wir ein Wasserstoff-Atom im Grundzustand 1s. Bietet
man Strahlung mit Kreisfrequenz w ~ (1/2-1/8) me?*/(4mep)?h® = 1.55 x
10'6 Hz an, dann ist ein Ubergang zum 2p-Zustand moglich. Dem entspricht
die Wellenldnge A\g = 27wc/wg = 0.121 pm, also Ultraviolett.

Fiir den 2p0-Zustand gilt
(¢2,d1 ¢1) = (d2,d2¢1) = 0 und (¢.d3 ¢1) = V227377, (7.115)
in atomphysikalischen Einheiten ea,. Damit erhdlt man

1.41 x 10'2 I (w
Iopo1s = ( Og . (7.116)

S Jm~

Die Zusténde 2pm entsprechen verschiedenen Orientierungen des Atoms. Weil
dariiber gemittelt wurde, sind die Ubergangsraten von m unabhéngig, so dass
man

4.2 x 1012 I(wp)
e (7.117)

Iy 15 =
P S Jm™

erhélt.

Ist beispielsweise die Intensitit S = 10 Wem ™2 gleichmiBig auf das Interval
1.0 x 10" s7! < w < 2.0 x 109 s~ verteilt, dann hat die spektrale Intensitét
den Wert I =1.0 x 10711 Jm~2. Das fithrt auf eine Wahrscheinlichkeitsra-
te Iopeqs = 42 s~!. Wahrend eines Blitzes von einer Millisekunde wird ein
Wasserstoff-Atom im Grundzustand also mit der Wahrscheinlichkeit 0.042 an-
geregt. Dauert der Blitz linger, dann muss man beriicksichtigen, dass die Zahl
der anregbaren Atome abnimmt und dass inzwischen angeregte Atome in den
Grundzustand zuriickfallen.
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7.9 Spontane Ubergiinge

Es sei ¢; (initial) ein normierter Eigenzustand des Hamilton-Operators, des-
sen Energie E; grofer ist als die Energie Ey eines anderen Eigenzustandes ¢ ¢
(final). Es kann dann auch einen spontanen Ubergang ¢ ¢« ¢; geben. Dabei
wird ein Photon der Energie wy = E; — Ey emittiert. Das heifit: auch ohne
dufleres elektromagnetisches Feld muss zum Hamilton-Operator H des Atoms
ein Term VQE addiert werden, der diesen Ubergang bewirkt. Der Zusatz VQE
ist ein Effekt der Quantenelektrodynamik und kann hier nicht diskutiert wer-
den.

Die Rate I' ;21 fiir den spontanen Zerfall ¢y < ¢; ldsst sich trotzdem be-
rechnen, indem man auf zwei Ergebnisse der statistischen Thermodynamik
zuriickgreift, die man ohne Kenntnis der fraglichen Zerfallsrate ableiten kann.

Die folgende Argumentation geht auf Albert Einstein zuriick.

Man betrachtet einen Hohlraum, in dem sich ein einzelnes Atom aufhalten
soll. Der Hohlraum ist mit den Winden (sie sollen die Temperatur 7" haben)
im Gleichgewicht und daher mit einem Photonengas gefiillt. Von Max Planck
stammt die Formel fiir die spektrale Intensitéit des Photonengases:

hw? 1

I(w) = 1202 ehw/k’BT -

(7.118)

1
Das Atom wiederum ist mit dem Photonengas im thermischen Gleichgewicht.
Seine Energieeigenzusténde ¢; sind dann mit Wahrscheinlichkeiten

e (F = B;)/ksT (7.119)

wj:

besetzt. Die freie Energie F muss so gewéhlt werden, dass die Summe der
Wahrscheinlichkeiten gerade 1 ergibt. Fiir unsere beiden herausgegriffenen
Zustande ergibt sich

wy _ eth/kBT )

w;

(7.120)

Die frither berechneten Wahrscheinlichkeitsraten fiir induzierte Ubergénge be-
zeichnen wir mit """, Es gilt

Liep=T/"% und Tpey=I24+T7P . (7.121)

Damit kann man folgende Bilanzgleichungen fiir die Wahrscheinlichkeiten auf-
stellen:

Wy =TI jw; — I jwy (7.122)
sowie

w; = I jwy — I w; (7.123)
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Atom und Hohlraumstrahlung befinden sich im Gleichgewicht, wenn
Wy =; =0 (7.124)

gilt. Mit (7.118), (7.120) und

3

in in 471—

[ =Ly =5~ 47T6 e @) D |6y, djon) (7.125)
=1

als Wahrscheinlichkeitsrate fiir strahlungsinduzierte Ubergiinge berechnet man

4 W
P, = 3 Ireohd® 07103 Z| br,didi)*. (7.126)

Das ist die Rate fiir den spontanen Zerfall eines angeregten Zustandes ¢; in
einen anderen Zustand'* ¢ mit niedrigerer Energie. d bezeichnet das elektri-
sche Dipolmoment des Systems. Es gibt noch andere Beitriige, die durch das
magnetische Dipolmoment, das elektrische Quadrupolmoment usw. verursacht
werden, aber die sind proportional zu hoheren Potenzen der Feinstrukturkon-
stanten'® o ~ 1/137.

Die gesamte Zerfallsrate des angeregten Zustandes ¢; ist

= > P, (7.127)

Ef<E;

Es ist also iiber alle Zusténde ¢; zu summieren, deren Energie kleiner ist, als
die des Zustandes ¢;. Eine triviale Folgerung daraus ist, dass der Grundzu-
stand nicht zerfallen kann.

Wenn zur Zeit t = 0 das System mit Sicherheit im Zustand ¢; war, dann

ist es das nach der Zeit ¢t nur noch mit Wahrscheinlichkeit W;(t) = —t/ Ti
Deswegen nennt man 7; auch die Lebensdauer des Zustandes ¢;.

Der Energieverlust pro Zeiteinheit betragt

4 4
§ : (E Ef)Ffez =3 § : 3 § : ¢Z’ ]¢f (bf’ ](bl)’ (7128)
3 47reoc
Ef<E; Ef<E;
mit hwfi = Ei — Ef.

Das kann man umformen. Bekanntlich ldsst sich jeder Observablen A eine
Rate A durch

4 die beiden Zusténde ¢; und ¢ sind normiert
15 das Inverse der Lichtgeschwindigkeit in atomphysikalischen Einheiten
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A= 7 [H,A] (7.129)

zuordnen. Speziell fiir Energieeigenzustéinde gilt

. E, — E.
(65, Adn) = —i——— (65, A ). (7.130)
Damit ldsst sich (7.128) in

. 4 1< . i}
Y. (BB =5 > m;wiﬂjw)(w,dmi) (7.131)

Ef<Ei Ef<Ei

umwandeln. Dabei ist die Summe iiber alle Energieeigenzusténde ¢ ¢ zu bilden,
die tiefer liegen als der Ausgangszustand ¢;. Fiir hochangeregte Zustéinde kann
man zeigen, dass die Summe iiber alle Energieeigenzustinde doppelt so grof3
ist. Das ist fiir den harmonischen Oszillator leicht nachzurechnen. Setzt man
das ein, so ergibt sich der Ausdruck

2 1

2 s
= ST 007 0) (7.132)

als Abstrahlleistung. Das stimmt mit dem Ergebnis der klassischen Rechnung
iiberein, nach dem ein mit ¢ geladenes Teilchen pro Zeiteinheit die Energie

2 1

Qe ke
_2_ 1 7.133
3 4megc? ¢ [ ( )

verliert. Dabei steht der Punkt fiir die Ableitung nach der Eigenzeit, die bei
kleinen Geschwindigkeiten (wie im Falle der Atomphysik) mit der Ableitung
nach der Zeit iibereinstimmt. Auflerdem tragen bei kleinen Geschwindigkeiten
nur die rdumlichen Komponenten ¢# = d bei. Siehe hierzu den Abschnitt
Oszillierender Dipol.

Es ist interessant, iiber Einsteins Argumentation zu reflektieren. Im Ergebnis
(7.126) kommt die Temperatur der Hohlraumstrahlung iiberhaupt nicht mehr
vor. Die Beziehung (7.126) muss gelten, damit die bewédhrten Formeln fiir
die Hohlraumstrahlung und fiir induzierte Ubergiinge gleichermafen richtig
sein konnen. Heute wiirde man die Formel fiir die Wahrscheinlichkeitsrate
des spontanen Ubergangs aus der Quantenelektrodynamik herleiten und dann
damit die Plancksche Strahlungsformel begriinden.

So hat Einstein immer wieder argumentiert. A ist richtig, B ebenfalls, und
das vertrégt sich nur dann, wenn auch C stimmt. Das kann man bei seinen
Untersuchungen zur Brownschen Bewegung ebenso nachweisen wie bei den
Uberlegungen zur Relativititstheorie.
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7.10 Wirkungsquerschnitt und Streuamplitude

Bei einem Streuexperiment ldsst man Teilchen (etwa Neutronen) auf eine
diinne Folie von Streuzentren (etwa Blei-Kerne), das Target, aufprallen. Wenn
das Target die Dicke dx hat und pro Volumeneinheit n Streuzentren enthélt,
ist die Anzahl der Streuzentren pro Fldcheneinheit gerade dzn. Die Wahr-
scheinlichkeit W (dx) dafiir, dass ein Teilchen das Target unbehindert passiert,
wird als

W(dz)=1—dzno (7.134)

geschrieben. Ein Target der Dicke x wird daher vom Teilchen mit der Wahr-
scheinlichkeit

(7.135)

ungehindert durchquert.

Man bezeichnet o als Wirkungsquerschnitt. Der Wirkungsquerschnitt ist die
Flache, mit der ein Streuzentrum dem Teilchen den Weg verstellt. Allerdings
hiingt diese Fliche (also o) im Allgemeinen vom Impuls der aufprallenden
Teilchen ab.

Das Teilchen fehlt mit der Wahrscheinlichkeit dz n o im direkten Strahl nach
der Folie, weil es aus seiner urspriinglichen Richtung abgelenkt!® wurde. Mit
der Wahrscheinlichkeit

AW (0) = dzn df2 oa(0) (7.136)

wird es um den Winkel 6 abgelenkt und in den Raumwinkel df2 gestreut.
Das Raumwinkelintegral iiber den differentiellen Wirkungsquerschnitt ogig
ist natiirlich der Wirkungsquerschnitt

1 !
o= /dQ cait(0) = 4w 5/ dcosfoqin (). (7.137)

-1

Bisher haben wir uns auf den Standpunkt gestellt, dass ein Teilchen von einem
Target von Streuzentren (mit Teilchendichte n) behindert wird. Man kann sich
die Bedeutung des Wirkungsquerschnittes auch anders klarmachen.

Bei x = 0 ruht das Streuzentrum. Dariiber geht in Richtung n.;, ein Strom
von Teilchen hinweg. Dessen Stromdichte (Zahl der Teilchen pro Flichen- und
Zeiteinheit) sei jein. Pro Zeiteinheit werden gerade oje, Teilchen gestreut in
dem Sinne, dass sie ihre Laufrichtung &ndern. Im Abstand r vom Streuzentrum
findet man in Richtung m,.s einen Strom von gestreuten Teilchen. Dessen
Stromdichte ist

16 Tm Allgemeinen kommt es nur auf den Ablenkwinkel 6 an, nicht auf den Azimut ¢.
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oaif (0)
7‘2

jaus(r) = jein ) (7138)
WeNn N, und 1,,s den Winkel 6 einschliefen. Integriert man nédmlich (7.138)
iiber die Oberfliche einer Kugel mit Radius r um das Streuzentrum, dann
erhélt man die Streurate o jeiy.-

Wie ist der differentielle Wirkungsquerschnitt zu berechnen?
Den Strom der einlaufenden Teilchen beschreiben wir durch die Wellenfunk-
tion

e ikneinm

d}ein(x) = 5 (7139)
mit k als Wellenzahl und p = hk als Impuls. Diese Wellenfunktion beschreibt
freie, nicht wechselwirkende Teilchen. Fiir die Streuung am Potential V' =
V(@) reicht (7.139) nicht aus, es muss einen Zusatz 1,,s geben, so dass 1) =
Yein + VYaus die Schrodinger-Gleichung

2

;Lm (A+E*) ¢() = V(z) ¢(x) (7.140)

erfiillt. m ist die Masse der gestreuten Teilchen.

Man beachte, dass auf der linken Seite von (7.140) ¢ durch 9,5 ersetzt werden
darf.

Die Gleichung
h2

o (A+E?) G(z) = 8°*(x) (7.141)

sowie die Forderung nach sphérischer Symmetrie definieren die Greensche
Funktion
om ezkr
h2 4mr

G(x) = (7.142)

Damit ldsst sich die Differentialgleichung (7.140) in die Integralgleichung

el
W) = ¢HFnemz 20 [ s e ¢l

2 Ul —€| V(£)b(€) (7.143)

umschreiben. Fiir grofie Absténde r gilt in Richtung 7,

Yaus = () — 6ikncinw ~ £(6) e . (7.144)
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Die Streuamplitude f ist dabei durch

2m 1

FO)=-55 4~ /d3£ e ~kmans ) y(e) (7.145)

gegeben.

Der Ausdruck (7.145) fiir die Streuamplitude enthélt die Wellenfunktion in der
Nahzone. Das ist der Bereich, in dem das Potential vorhanden ist. f hingt vom
Impuls p = hk der einlaufenden Teilchen ab, {iber ¢ indirekt von der Richtung
Tein, aus der die Teilchen einlaufen und direkt von der Richtung 7.,,s, in der
die gestreuten Teilchen aufgesammelt werden. Bei sphérisch symmetrischen
Potentialen kommt es allerdings nur auf den Winkel 8 zwischen 1, und 1,y
an.

Vergleicht man (7.144) und (7.138), dann ldsst sich unmittelbar
aain(0) = | f(0)? (7.146)

ablesen. Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist das Betragsquadrat der
Streuamplitude. Die Streuamplitude gibt an, wie einer einlaufenden ebenen
Welle auslaufende Kugelwellen zugesellt werden.

Wir hatten bisher angenommen, dass das Streuzentrum bei & = 0 ruht. Das

gilt natiirlich nur dann, wenn die gestreuten Teilchen sehr viel leichter sind

als die Streuzentren. Falls das nicht zutrifft, muss man die angeschriebenen

Formeln ein wenig abandern. Statt der Masse m ist die reduzierte Masse
mimeo

__Muma 7.147
. ( )

der beiden aneinander gestreuten Teilchen 1 und 2 zu verwenden. Aufer-
dem ist p = hk als Impuls jedes der beiden Teilchen im Schwerpunktsys-
tem aufzufassen. (7.146) ist der differentielle Wirkungsquerschnitt im Schwer-
punktsystem. Nach einfachen Vorschriften kann man ihn in den differentiellen
Wirkungsquerschnitt o im Laborsystem umrechnen, in dem vereinbarungs-
geméaf das Teilchen 2 vor dem Streuprozess ruht. Der Wirkungsquerschnitt o
héngt allerdings nicht von der Wahl des Bezugssystems ab,

UZ/dQUdiﬁr(e) :/CLQL O'dLiﬂv(gL). (7148)

Aus einsichtigen Griinden schreibt man {ibrigens oft

do

—. 14
10 (7.149)

Odiff =

df? ist gerade der kleine Raumwinkel, der von einem weit entfernten Zahler
erfasst wird.
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7.11 Coulomb-Streuung in Bornscher Niherung

Wir betrachten zwei Teilchen mit Massen m; und mg. V. = V(r) sei die
vom Abstand r = |&| der Teilchen abhiingende potentielle Energie. Mit der
reduzierten Masse p = mima/(my + ms) ist die Streuamplitude durch

F(p,0) = —%‘;% / 3¢ ¢ TFmanst ey (e (7.150)

gegeben. 1 16st die Schrodinger-Gleichung
h2
{—A—&-V}w:Ew (7.151)
2p
mit der Bedingung

b(@) = ¢ Frem® (7.152)

wobei die Punkte Terme andeuten, die mit wachsendem r = |x| abfallen.

Die Energie im Schwerpunktsystem ist

2 2 2

p p P .
= —_——=a ——— —_— t = hk . '1
21 2ma + 2meo it p (7.153)

0 ist der Winkel zwischen e, und m,,s. Der differentielle Wirkungsquer-
schnitt im Schwerpunktsystem ist durch

oai(p,0) = | f(p,O) (7.154)

gegeben, daraus berechnet man den Wirkungsquerschnitt als

o(p) = 27T/ df sin 0 oqir (p, 9) - (7.155)
0

Auf Max Born geht die folgende Naherung zuriick. Mit der Begriindung, dass
eine kleine Wechselwirkung auch nur eine kleine Abweichung von der einlau-
fenden Welle verursachen wird, setzt man (7.152) in (7.150) ein:

F(p.0) = A L [ dg e~ Hman =)y gy, (7.156)

A = k(naus — Nein) ist der Wellenvektoriibertrag. Sein Betrag ist durch
.0
|A| = 2k sin 3 (7.157)

gegeben. In Bornscher N&herung gilt also
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F0,0) = - 2L Liray. (7.158)

h? 4n
Dabei ist V das Fourier-transformierte Potential. Wenn das Potential radial-
symmetrisch ist, dann trifft das auch fiir die Fourier-Transformierte zu. Die
Streuamplitude héngt also nicht vom Impuls p und vom Streuwinkel 8 einzeln
ab, sondern nur von der Kombination

0
hA = Ap = 2p sin 2 (7.159)
dem Impulsiibertrag.

Wir rechnen jetzt den Fall durch, dass die beiden Teilchen iiber das Coulomb-
Potential

1 qige
Viz) = 7.160
@) = e o (7.160)
wechselwirken.
Zu berechnen ist die Fourier-Transformierte des Coulomb-Potential, dem
Grenzwert!'”
1 e_/\r
== lim (7.161)
r  A—=40 T
Wir berechnen
3 —ikx e _Am —\r . 4w
/dl’e T—?A dT‘e SlnkT—m. (7162)

Die Amplitude fiir Coulomb-Streuung in Bornscher Néherung ist demnach

c qig2 1
= -2 . 7.163

Das Ergebnis ist plausibel. Zuerst einmal sind alle Einflussgrofien enthalten:
die Ladungen, die reduzierte Masse und der Impulsiibertrag. Auflerdem darf
der Faktor 1/4meg nicht fehlen. Mehr Ladung—mehr Streuung, das stimmt.
Und obendrein kann man sich gar keine andere Kombination der relevanten
Beitrage ausdenken, so dass eine Lénge herauskommt.

Unser Ergebnis besagt
W a3

. 7.164
4meg)? 4psin® 0/2 ( )

O—d(ijﬂ?(p7 9) = (

17 Das Photon hat eine Masse, aber die ist beliebig klein
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Das ist die beriihmte Rutherford!®-Formel fiir den differentiellen Wirkungs-
querschnitt geladener Teilchen, die mit dem Coulomb-Potential wechselwir-
ken. Beachten Sie, dass das Plancksche Wirkungsquantum A nicht erscheint.
Dabher ist es nicht verwunderlich, dass man im Rahmen der klassischen Mecha-
nik dasselbe Ergebnis erhiilt. Ubrigens kann man die Schrodinger-Gleichung
auch exakt 16sen. Bis auf einen Phasenfaktor erhélt man dasselbe wie in Born-
scher Niherung, und in diesem Sinne ist (7.164) exakt, wenigstens in nicht-
relativistischer Ndherung.

Ein wenig wundern muss man sich, dass zwischen Anziehung und AbstofSung
nicht unterschieden wird. Der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung von Elek-
tronen an Protonen ist derselbe wie der fiir die Positron-Proton-Streuung.

Die Rutherford-Formel ldsst sich folgendermaflen so umschreiben, dass sie
auch fiir hochenergetische Streuung richtig bleibt.

Die beiden streuenden Teilchen werden durch ihre Viererimpulse py; und po;
vor der Streuung charakterisiert. Nach der Streuung haben sie Viererimpulse
q1; und g2;. Wegen der Erhaltung von Energie und Impuls gilt p1 +p2 = q1+g2.

Man definiert die beiden folgenden Streuparameter:

s=(p1+p2)? = (@1 +a2)® und t = (g1 —p1)® = (g2 —p2)?.  (7.165)

Diese Quadrate sind immer im Sinne von 2% = 2% — 22 gemeint. Man beach-

te, dass s und ¢ gegen Anderungen des Bezugssystems invariant sind. s ist
das Quadrat der Gesamtenergie im Schwerpunktsystem'?, ¢ das Quadrat des
Impulsiibertrages im Schwerpunktsystem. In (7.163) ist der Ausdruck |Ap|?
durch t zu ersetzen, damit wird man die Einschrankung auf kleine Geschwin-
digkeiten los.

Die Streuung punktférmiger Teilchen durch Coulomb-Wechselwirkung ist al-
lerdings ein pathologischer Fall. Der mit Hilfe von (7.164) berechnete Wir-
kungsquerschnitt ist unendlich grofl. Das bedeutet, dass ein Teilchen vom an-
deren mit Sicherheit abgelenkt wird, weil die Coulomb-Kraft unendlich weit
reicht. Tatséchlich streut man etwa Elektronen nicht an Kernen, sondern an
neutralen Teilchen im Target. Das fiihrt dann zu endlichen Wirkungsquer-
schnitten, wie wir sogleich erértern werden.

7.12 Streuung und Struktur

Wir wollen in diesem Abschnitt an zwei Beispielen erdrtern, wie man mit Hilfe
von Streuexperimenten die Struktur zusammengesetzter Teilchen aufklért.

Wir behandeln zuerst die Streuung thermischer Neutronen an Molekiilen. Ei-
ner Temperatur von etwa 300 K entspricht die Energie 0.026 eV. Dazu gehort

'8 Ernest Rutherford, 1871 - 1937, britisch/neuseelindischer Physiker
19 _
P +py =0
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die de Broglie-Wellenléinge A = h/p = 0.3 A. Das ist noch immer grof im
Vergleich mit typischen Durchmessern von Atomkernen, etwa 1074 m. Aus
diesem Grund darf man die Streuamplitude durch

f= O eV (&) (7.166)

h2 4w
néhern. y ist die reduzierte Masse aus Neutron und Kern, V' das Wechselwir-
kungspotential.
Bei geniigend niedrigen Energien hiangt daher die Streuamplitude weder von
der Energie noch vom Streuwinkel ab, sie ist eine Konstante.
Beispielsweise misst man bei der Streuung langsamer Neutronen an Sauerstoff-
Atomen, also an den Kernen, einen Wirkungsquerschnitt o ® = 4.2x 10728 m?.
Die Streuamplitude f# hat also den Wert 0.58 x 10~ m. Der differentielle
Wirkungsquerschnitt ist tatséchlich isotrop.
Welchen Wirkungsquerschnitt misst man bei der Streuung an Sauerstoff-
Molekiilen?
Die gemeinsame Elektronenhiille bewirkt, dass sich ein Kern am Ort —an/2
aufhilt, der andere bei an/2. a ist der Kernabstand, der Einheitsvektor n
charakterisiert die Orientierung des Molekiils.
Wihrend wir beim Atom mit dem Potential V (x) = g&3(x) gerechnet haben,
miissen wir nun

V(x) = g6*(x + an/2) + g6*(x — an/2) (7.167)

ansetzen. Dazu gehort die Streuamplitude

M= —%%g (eiaAn/Q + e—iaAn/2> =2f* cos(aAn/2) .(7.168)
T

A ist hier der Wellenvektoriibertrag.

Weil man die O2-Molekiile nicht ausrichten kann, muss man den differentiellen
Wirkungsquerschnitt Jé\{[ﬂ = |fM|? noch iiber alle Orientierungen n mitteln.
Das ergibt

smaA) ’ (7.169)

M A

#(A) =205 (1
caig(A) = 204 ( T A
ein sehr bemerkenswertes Ergebnis.

Einmal weil klar wird, was Interferenz bedeutet.

Ist das einlaufende Neutron sehr langsam oder wird es nur um einen kleinen
Winkel gestreut, dann ist auch der Impulsiibertrag klein?. In diesem Fall

29 im Sinne von aA < 1
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addieren sich die Amplituden, und der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung
am Molekiil ist viermal so grof wie fiir die Streuung am Atom.

Ist das einlaufende Neutron schnell und wird um einen groflen Winkel ge-
streut (aA > 1), dann addieren sich die Wirkungsquerschnitte und nicht die
Amplituden.

Zwischen voller und keiner Interferenz gibt es alle Zwischenstufen.

Wenn man den differentiellen Wirkungsquerschnitt gemessen hat und wenn
oqiff an (7.169) gut angepasst werden kann, dann lisst sich so der Kernabstand
a ermitteln. Auerdem ist die Form (7.169) fiir zufillig orientierte Molekiile
mit zwei gleichen Kernen kennzeichnend. Dreiatomige Molekiile oder zweiato-
mige Molekiile mit verschiedenen Kernen ergeben einen anderen differentiellen
Wirkungsquerschnitt.

Damit sollte die einleitende AuBerung klar geworden sein, dass sich durch
Streuexperimente die Struktur zusammengesetzter Teilchen aufkliren l&sst,
und zwar Form sowie Abmessung.

Neutronen sind allerdings blind fiir Elektronen, sie sehen nur die Atomkerne.
Um auch die Ladungsverteilung aufzukldren, muss man geladene Teilchen
streuen, zum Beispiel Elektronen.

Beispielhaft setzen wir uns hier mit der Streuung langsamer Elektronen an
Wasserstoff-Atomen im Grundzustand auseinander. Allerdings hinterfragen
wir nicht, ob die Bornsche Ndherung gut ist, wir wenden sie einfach an.

In atomphysikalischen Einheiten wird der Grundzustand durch
b1s0(x) = L =l (7.170)
VT

beschrieben. Die Ladungsdichte eines im Koordinatenursprung ruhenden Was-
serstoff-Atoms ist also

o(x) = 0%(x) — |p1s0(a) |- (7.171)

Diese Ladungsdichte muss man mit dem Coulomb-Potential falten und an-
schlieend Fourier-transformieren. Das Ergebnis ist bekanntlich das Produkt
der Fourier-transformierten Funktionen.

Die Streuamplitude ist also

~2m e g(A)

f= h2 drey A2

(7.172)

mit A als Wellenvektoriibertrag und g(A) als so genanntem Formfaktor. Er
ist durch
—1AE

o(A) =1- / @€ b1 (@) ¢ (7.173)
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gegeben, durch die dimensionslose Fourier-Transformierte der Ladungsdichte.
Der Formfaktor gibt an, welche Ladung das einlaufende Elektron sieht.

Fiir das Wasserstoff-Atom im Grundzustand ergibt sich

[e'e] +1 .
g(A)=1- 2/ drr? 6727‘ dz eilAm
0

-1

2 [ —
:17—/ drr e 2rsinAr
AJy
1

1{1+(Aa*/2)2}2. (7.174)

Wir haben in die letzte Zeile den Bohrschen Radius a, eingefiigt.

Sehr langsame Elektronen (Aa, ~ 0) sehen das Wasserstoff-Atom?! iiberhaupt
nicht, denn seine Gesamtladung verschwindet. Bei groflem Impulsiibertrag
wird das Elektron nur vom punktférmigen Kern gestreut, es sieht also die
Ladung 1. Dazwischen sind alle Abstufungen moglich.

Wir halten fest, dass sich durch Streuexperimente der vom Impulsiibertrag
abhéngige Formfaktor ¢ und damit, nach Fourier-Transformation, die La-
dungsverteilung messen lésst.

Genau solche Experimente mit hochenergetischen Elektronen haben zu der
Gewissheit gefiihrt, dass Proton und Neutron keine wirklichen Elementarteil-
chen sind. Sie sind vielmehr aus punktférmigen Quarks zusammengesetzt, die
drittelzahlige Ladungen tragen. Das up-Quark u hat die Ladung 2/3, das
down-Quark d die Ladung -1/3. Das Proton ist ein (uud)-Zustand, das Neu-
tron hat die Strukturformel (udd). Und damit beginnt eine ganz andere Ge-
schichte . ..

21 Wie man ein geniigend dichtes Target aus Wasserstoff-Atomen pripariert, soll
uns in dieser Abhandlung iiber Theoretische Physik nicht kiimmern.
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Mehr Thermodynamik

Wir beginnen dieses vertiefende Kapitel zur Thermodynamik mit einem Va-
riationsprizip fiir das Gleichgewicht. Die Freie Energie ist ein Funktional auf
der Menge der gemischten Zustidnde, das von der Temperatur und den &ufleren
Parametern abhéngt; es ist im Gibbs-Zustand minimal. Diese Formulierung
ist Grundlage fiir eine Reihe von N#herungsverfahren.

Der Abschnitt iiber Reale Gase fiihrt in ein anderes Nidherungsverfahren ein,
nédmlich in die Clusterentwicklung der intermolekularen Wechselwirkung bei
Gasen. Wir zeigen, wie man den zweiten Koeffizienten in der Virialentwick-
lung der thermischen Zustandsgleichung aus einem Wechselwirkungspotential
berechnet. Damit kann man dann Effekte verstehen, die es beim idealen Gas
nicht gibe, wie den Joule- Thomson-Effekt.

Das Debye-Modell fiir Gitterschwingungen der Festkorper illustriert wieder-
um ein typisches Naherungsverfahren. Es handelt sich um simple harmonische
Ostzillatoren, und man weify alles, wenn man die Zustandsdichte kennt. Eine
grobe N#herung dafiir geht auf Einstein zuriick, Debye hat sie betréchtlich
verbessert, indem der langwellige Teil des Spektrums (Schallwellen) asympto-
tisch exakt behandelt wird.

In dem Abschnitt iiber die Ausrichtung von Dipolen zeigen wir, wie elektri-
sche und magnetische Felder als duflere Parameter einzubeziehen sind. Das
auf Heisenberg zuriickgehende Modell fiir den Ferromagnetismus untersuchen
wir im Rahmen der Molekularfeld-Ndherung, die sich elegant aus dem Va-
riationsprinzip fiir die freie Energie herleiten ldsst und damit mehr als eine
Niherung liefert, ndmlich eine obere Schranke.

Die néchsten vier Abschnitte handeln vom Chemischen Potential. Es kommt
ins Spiel, wenn das System offen gegen Teilchenaustausch ist. Teilchenzahlen
sind dann Observable.

Als konkretes Beispiel wird der Wasserdampfdruck tiber Fis behandelt. In die
Rechnung gehen die Trégheitsmomente des Wassermolekiils, die elastischen
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Eigenschaften des Eises und die Ablosearbeit fiir ein Wassermolekiil ein, die
Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten ist verbliiffend gut.

Der Abschnitt tiber Verdiinnte Losungen fithrt zum Verstdndnis von Osmo-
se, Dampfdruckerniedrigung, Siedepunkterhthung und Gefrierpunkterniedri-
gung: Dinge, die iiblicherweise in der physikalischen Chemie behandelt werden.

Das chemische Potential ist aber auch ein Schliisselbegriff fiir das Versténdnis
der Quantengase. Je nachdem, ob die Observable 'Besetzungszahl eines Ein-
teilchenzustandes’ eine beliebige natiirliche Zahl sein darf oder nur 0 und 1,
erhélt man unterschiedliche Formeln fiir Bosonen und Fermionen. Wir kénnen
leider kaum auf die wunderlichen Eigenschaften der Quantengase eingehen.

In den letzten vier Abschnitten befassen wir uns mit Thermodynamik im
engeren Sinne, mit irreversiblen Prozessen.

Im Abschnitt iiber Kontinuumsphysik wird der Begriff vom materiellen Punkt
fortentwickelt. Dieser materielle Punkt ist so grof3, dass die Aussagen der sta-
tistischen Thermodynamik fiir praktisch unendlich grofie Systeme greifen. Er
ist aber doch so klein, dass seine Zustandsédnderungen reversibel verlaufen.
Das System ist zwar lokal, aber nicht global im Gleichgewicht. Dieser Vorstel-
lungen erlauben préazise Fassungen des ersten und des zweiten Hauptsatzes
als partielle Differentialgleichungen. Die Entropiequellstéirke kann nie negativ
sein, aber wir zeigen auch, welche Effekte beitragen.

Die andere Art von Irreversibilitéit erortern wir in den letzten beiden Ab-
schnitten: die duleren Parameter eines Systems #ndern sich so schnell (vergli-
chen mit der Relaxationszeit), dass ein Gleichgewicht nicht méglich ist. Wir
studieren, in linearer Ndherung, wie ein System auf Stoérungen des Gleichge-
wichtszustands durch zeitlich schnell verdnderliche duflere Parameter reagiert
(Theorie der linearen Antwort). Insbesondere behandeln wir die Stérung eines
Mediums durch das elektromagnetische Feld von Licht. Das ist der Schliissel
zum Verstdndnis optischer Materialien.

Der letzte Abschnitt befasst sich mit dem Dissipations-Schwankungs-Theorem.
So ganz nebenbei ergibt sich ein Beweis fiir den zweiten Hauptsatz.

8.1 Freie Energie

In der statistischen Thermodynamik untersucht man grofle Systeme. Syste-
me, die sehr, sehr viele Teilchen enthalten. Von reinen Zustéinden (im Sinne
von Wellenfunktionen) kann dann nicht mehr die Rede sein. Die in Frage
kommenden Zustdnde sind immer gemischt, mehr oder weniger.

Wir wissen bereits, dass man jedem gemischten Zustand ein Mafl fiir den
Mischungsgrad zuordnen kann, ndmlich die Entropie:

SW)=—kptrWlnW. (8.1)



8.1 Freie Energie 301

Fiir reine Zusténde, die den Projektoren auf normierte Vektoren des Hilbert-
Raumes entsprechen, verschwindet die Entropie, ansonsten ist sie positiv. Zwei
Zustinde W und W, die durch eine unitiire Transformation W = UWUT
auseinander hervorgehen, haben dieselbe Entropie. Im Sinne von

S(w1W1 + wQWQ) > wlS(Wl) + UJQS(WQ) (82)

ist die Entropie eines gemischten Zustandes niemals kleiner als die Mischung
der Entropien. Dabei sollen W7 und W5 gemischte Zusténde sein, w; und wo
mit 0 < wy,wy < 1 sowie wy + we = 1 sind Gewichte.

Wir haben gelernt, dass das thermodynamische Gleichgewicht durch den
Gibbs-Zustand

F—H)/kgT

G=el (8.3)

beschrieben wird. Dabei ist H die Energie und T die absolute Temperatur
des Systems, und F' steht fiir die freie Energie. In dieser Formulierung ist die
freie Energie nur im thermodynamischen Gleichgewicht definiert, und es gilt
F=U—-TS, mit U = tr GH als innerer Energie und S = S(G).

In Anlehnung an diesen Befund konnen wir die freie Energie auch als Funk-
tional iiber den Zustdnden definieren,

F(T,W)=trW{H + kgTlnW}. (8.4)

Jeder Zustand W, ob Gleichgewichtszustand oder nicht, hat eine freie Energie
F(T,W), die von der Temperatur 7" abhéngt. T ist dabei als Temperatur der
Umgebung aufzufassen.

Wie wir sogleich zeigen wollen, ist die freie Energie im thermodynamischen
Gleichgewicht minimal,

F(T,G) = mmi/nF(T, W) mit W>0 und trW=1. (8.5)

Die Forderung W > 0 wird im Nachhinein gerechtfertigt. tr W = 1 bedeutet
trdW =0 fir W =G+ W. (8.6)

Dass auch die freie Energie als Funktional bei W = G stationir sein soll, fiihrt
auf

trOWH + kgTtrSWinG =0. (8.7)

Indem man (8.6) mit dem Lagrange-Parameter F' multipliziert und davon
(8.7) abzieht, ergibt sich

FtréW — troWH — kgTtr W InG =0, (8.8)
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also

G = e(F_H)/kBT'

(8.9)
Das wussten wir zwar schon, aber jetzt auf einem hoheren Niveau. Man spe-
zifiziert die Umgebungstemperatur 7" als Parameter. Zu jedem Zustand W
gibt es dazu eine freie Energie F(T,W). Im Gleichgewichtszustand G ist
die freie Energie dann minimal'. Dieser Befund ist der Ausgangspunkt fiir
viele Naherungsrechnungen: wenn man schon nicht das Minimum iiber alle
Zusténde berechnen kann, so doch in vielen Fillen iiber eine hinreichend grofie
Teilmenge von Zusténden.

Ubrigens fillt bei der Temperatur 7 = 0 die freie Energie F (T, W) mit dem
Energiefunktional zusammen, das bekanntlich beim Grundzustand minimal
ist. Der Gibbs-Zustand zur Temperatur T = 0 ist der Grundzustand des
Systems.

Aus der Minimum-Eigenschaft der freien Energie F' = F (T, W) beim Gibbs-
Zustand W = G folgen interessante Einsichten.

Wir denken an irgendein fluides Medium, Gas oder Fliissigkeit. N Teilchen
sind im Volumen V eingesperrt, die Temperatur sei 7. Mit F' = F(T,V,N)
bezeichnen wir die freie Energie im thermischen Gleichgewicht.

Wir stellen uns nun vor, das Volumen sei durch eine Trennwand in zwei Gebiet
mit Volumen V; und V5 unterteilt, in denen sich Ny bzw. Ny Teilchen befinden.
Die freie Energie ist additiv, daher gilt

F(T,V1 4+ Vo, N1 + No) = F(T,V1,Ny) + F(T, Vo, Na). (8.10)

Man spricht von einem gehemmten Gleichgewicht, denn nihme man die
Trennwand weg, dann wiirden sich die Teilchen wie Ny : Ny = V; : V5 vertei-
len. Die Trennwand hemmt den Teilchenaustausch.

Wenn die Trennwand zwar trennt, aber so, dass die Aufteilung des Volumens

V in V; und V5 freigegeben wird, dann muss man das Minimum der freien
Energie (8.11) iiber V4 mit V2 =V — V} ausrechnen. Am Minimum gilt

OF OF
W(T7‘/1)N1)_W(T7‘/27N2):0a (811)
also
. OF

Die Driicke in den beiden Teilsystem, die Volumen austauschen koénnen,
miissen also iibereinstimmen. Das wussten wir zwar schon, aber diesmal
kommt diese Erkenntnis aus dem Variationsprinzip fiir die freie Energie.

YW — F(T,W) ist konkav, daher ist das einzige Extremum ein Minimum.
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Dass der Druck immer positiv ist, kann man ebenfalls aus dem Variations-
prinzip folgern.

Dass man die Teilchen in ein Gebiet G mit Volumen V einsperrt, muss ma-
thematisch nachgebildet werden. Die Probe-Dichteoperatoren bauen sich aus
Wellenfunktionen auf. Wenn auch nur eines der N Teilchen sich nicht in G
befindet, muss die Wellenfunktion verschwinden. Falls G; C G gilt, dann ist
jede Wellenfunktion fiir G; auch eine Wellenfunktion fiir G, aber nicht um-
gekehrt. Fiir das groflere Gebiet hat man also mehr Probewellenfunktionen,
daher mehr Probe-Dichtematrizen, und deswegen fillt das Infimum niedri-
ger aus. Die freie Energie im thermodynamischen Gleichgewicht fillt, wenn
das Volumen wichst. Der Druck, als negative partielle Ableitung nach dem
Volumen, ist also nie negativ.

Die freie Energie im thermodynamischen Gleichgewicht kann bei hinreichend
groflen System als

F(T,‘/,Nl,NQ...):Vf(T,nl,TLQ,...) (813)

geschrieben werden, mit f als Dichte der freien Energie und n, als Dichte
der Teilchen der Sorte a. Freie Energie, Volumen und Teilchenzahlen sind
extensive Groflen. Temperatur, Druck und Dichten sind dagegen intensive
Groflen.

Wir werden uns spéter genauer mit dem chemischen Potential

_ o
Ha = 5o

(8.14)

fiir Teilchen einer Sorte a beschiftigen. Hier nur soviel vorweg:

Wenn zwischen zwei Subsystemen 1 und 2 Teilchen der Sorte a ausgetauscht
werden konnen, dann charakterisiert

,uLa = HZ,a (815)

das Gleichgewicht. Diesen Befund leitet man véllig analog zu (8.12) ab.

8.2 Reale Gase

Wir betrachten N identische Molekiile, die sich in einem Gebiet G mit Volu-
men V bewegen diirfen. m sei die Teilchenmasse und ¢ das Wechselwirkungs-
potential. Wir schreiben V = Nd2, mit dem mittleren Teilchenabstand d. Im
Falle dv/2mkgT > h darf man in klassischer Ndherung rechnen. T ist dabei
die Temperatur des Gases.

I' = (z1,...py) bezeichnet die Punkte des Phasenraumes, mit @, als Ort
und p, als Impuls des Teilchens a. Uber den Phasenraum ist mit dem Maf
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L dsl‘ldgpl d3x2d3p2 d3$Nd3pN

=5 (2rh)®  (2rh)3 T (27wh)3

(8.16)

zu integrieren. Die Ortsintegration erstreckt sich natiirlich nur iiber das Ge-
biet G. Es wird durch N! dividiert, weil die Vertauschung der identischen
Molekiile nicht zu neuen Zusténden fiihrt.

Auf dem Phasenraum ist die Hamilton-Funktion
p?
H(IN) = —4 4+ Ty — T, 8.17
= e+ bl —a) (317)

definiert, die klassische Entsprechung zum Hamilton-Operator.

Die freie Energie F' ist durch
eiﬂF z/dF eiﬂH (8.18)

gegeben, mit § = 1/kgT. Man erkennt sofort, dass sich die freie Energie fiir
die Translationsbewegung aufspalten lésst in einen Teil Fij, fiir die kineti-
sche Energie und in einen Zusatz F,o fiir die potentielle Energie. Den ersten
Teil haben wir schon einmal ausgerechnet. Er beschreibt die translatorischen
Freiheitsgrade eines idealen Gases. Man findet

N 3N/2
S N . (8.19)
NU \ 2723

Das lduft bei grofien Teilchenzahlen und bei geringer Dichte auf

V (mkpT\*”
Fkin = —NkBTlnN (T;Lﬂ_;;z ) (820)

hinaus.

Wir interessieren uns hier fiir den Zusatz [F},o; zur freien Energie, der durch
die potentielle Energie verursacht wird, also fiir

e —BFpot =y / ErdPry .. . dPrye B 250 H(@ — ) . (8.21)

Hélt man die Teilchenzahl N fest und ldsst das Volumen V' immer grofer
werden, dann {iberwiegt immer mehr der Anteil der kinetischen Energie an
der freien Energie. Weil die Wechselwirkung ¢ dann keine Rolle mehr spielt,
spricht man vom idealen Gas: alle Gase benehmen sich gleich. Erst der Zusatz
Flot beriicksichtigt, dass die Gase aus wechselwirkenden Molekiilen bestehen
und sich deswegen unterscheiden.
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Wir fiihren die Abkiirzungen

fl&)=—-1+ e_ﬁ(b(é) und fpe = f(xp — x4) (8.22)

ein,

damit lésst sich

Foot = —kBTan_N/d3Nx [T+ foa) (8.23)

b>a

schreiben. Ausmultiplizieren ergibt

[TO+ o) =14 fra+ > feafva+ - - (8.24)

b>a

Die Einfachsumme erstreckt sich iiber Paare (b > a), die Doppelsumme iiber
Paare von Paaren (d > ¢) und (b > a) mit ¢ > a bzw. ¢ = a und d > b, usw.

Diese Summe wird in Cluster (Teilchenansammlungen) umgeordnet, die ent-
sprechende Theorie dafiir heiffit Clustertheorie. Es handelt sich dabei um ein
eigenes Gebiet, das wir hier nur streifen kénnen. Allein die zugehorige Gra-
phensprache vorzustellen, wiirde zu weit fithren.

Ein fp.-Faktor verschwindet nur dann nicht, wenn die Teilchen a und b so
nahe beieinander sind, dass sie wechselwirken konnen. Ein Beitrag f., fpq bei-
spielsweise wird nur dann nicht verschwinden, wenn sowohl ¢ in der Nidhe von
a ist als auch b. Das beschreibt einen Dreier-Cluster: drei Teilchen sind nahe
beieinander.

Wir beschrinken uns hier auf die Zweiercluster, also auf Produkte von f-
Termen, bei denen kein Index mehrfach auftritt.

Wenn ein solcher Beitrag gerade aus j Faktoren besteht, erhélt man das In-
tegral

J
V_N/dSNZ‘ fzy . fba = V_Qj (/ d3$1d31‘2 f(CL’Q — wl)) . (825)
——
7 Faktoren

Das Doppelintegral ndhern wir durch

v / ¢ £ () (8.26)

mit der folgenden Begriindung. f(&) verschwindet, wenn der Abstand |£| zwi-
schen den beiden Teilchen im Gebiet G grofier als einige A wird. Fiir fast alle
Punkte @1 in G liegt damit auch eine Kugel vom Radius einiger A im Gebiet
G. Lediglich fiir die Punkte in A-Entfernung vom Rand 9§ gilt das nicht. Im
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thermodynamischen Limes (N — oo, V' — oo, N/V — n) verschwindet die
A-dicke Oberfliche im Vergleich mit dem Volumen.

Wir konnen also

J
v [ e gy v ([ aeso) (5.27)
—
j Faktoren
schreiben.
Es gibt

INN-1D)(N-2)(N-3) (N-2j+2)(N-2j+1) (5.28)
2 2 2 '

solche Terme. Im thermodynamischen Limes (siehe oben) diirfen wir das zu

% (f)j (8.29)

néhern. Die Beitrége der Zweier-Cluster summieren sich also auf zu

J

Fiir die zusétzliche freie Energie bedeutet das

2

N
Foot = kT A bo(T) + ... (8.31)

mit

bo(T) = %/di”g (1 - e_¢(€)/’“BT> . (8.32)

Die Dreiercluster tragen proportional zu N3/V? bei, usw.

Fiir den Druck eines realen Gases (d.h. bei Beriicksichtigung der Wechselwir-
kung) findet man

p=kgT (n+bs(T)n* + b3(T)n® +...) . (8.33)

Diese Entwicklung des Druckes nach der Teilchendichte n wird als Virialent-
wicklung bezeichnet.

Dass der nullte Virialkoeffizient verschwindet, ist klar. Keine Teilchen—kein
Druck. Dass der erste Virialkoeffizient by (T') = 1 fiir alle Gase derselbe ist,
rechtfertigt die Bezeichnung ’ideales Gas’. Den zweiten Virialkoeffizienten
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b2(T) haben wir soeben ausgerechnet. Er héngt von der Temperatur 7" und
vom Wechselwirkungspotential ¢ ab.

Die Virialkoeffizienten hoherer Ordnung sind betrachtlich schwieriger auszu-
rechnen. Eine geschlossene Formel ist nicht bekannt.

Bei festgehaltener Temperatur T ist der Druck eine Potenzreihe in der Teil-
chendichte n,

p(T,n) = i b (T) n* . (8.34)
k=1

Wie jede Potenzreihe hat auch die Virialentwicklung (8.34) einen Konver-
genzradius. Nur bis zu einer gewissen Teilchendichte 72 = 72(T") kann man den
Druck durch die Potenzreihe (8.34) darstellen. Der endliche Konvergenzradius
bedeutet eine Singularitidt im Druck (und damit auch in der freien Energie),
die physikalisch einem Ubergang zu einer anderen Phase entspricht. In un-
serem Falle handelt es sich um den Phaseniibergang gasférmig zu fliissig bei
wachsender Teilchendichte. Nimmt man nur endlich viele Virialkoeffizienten
mit, wird man niemals dem Phénomen Phaseniibergang begegnen, weil Poly-
nome keine Singularitdten haben.

8.3 Joule-Thomson-Effekt

Der zweite Virialkoeffizient macht sich besonders dann bemerkbar, wenn es oh-
ne ihn einen Effekt gar nicht gidbe. Als Beispiel fithren wir den Joule-Thomson-
Effekt? an. Reale Gase kiihlen sich im Allgemeinen bei Entspannung ab, ein
ideales Gas behélt seine Temperatur, wie wir gleich sehen werden.

Wir lassen eine bestimmte Gasmenge durch eine Drossel stromen, so dass der
Druck abgesenkt wird. Vor der Drossel habe die Gasmenge den Druck p; und
das Volumen V;. Nach der Entspannung betriagt der Druck ps, das Volumen
der Gasmenge ist V5. In der Drossel soll keine Warme an die Umgebung ab-
gefithrt werden. An der Gasmenge wird die Arbeit p1 V7 — paVa geleistet, so
dass man fiir die inneren Energien

Uy =Ur +piVi —p2Va (8.35)
schreiben muss. Mit H = U + pV als Enthalpie bedeutet das
Hy, =H; . (8.36)

Wenn eine bestimmte Gasmenge durch ein System von Roéhren mit unter-
schiedlichen Querschnitten und Drosseln stromt, bleibt ihre Enthalpie H er-

2 William Thomson (Lord Kelvin), 1824 - 1907, britischer Physiker
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halten. Die Enthalpie wird daher besonders in der chemischen Verfahrenstech-
nik oft gebraucht. Wir erinnern, dass die natiirlichen Variablen der Enthalpie
die Entropie S und der Druck p sind,

dH(S,p) = TdS + Vdp. (8.37)

Wir wollen in diesem Abschnitt den Joule-Thomson-Koeffizienten

_ Temperaturabfall 07T

T, p) = =2 .
w(T.p) Druckabfall 5p (8.38)

6H=0
ausrechnen. Man benétigt also die Enthalpie als Funktion von Temperatur T’
und Druck p. Das sind leider nicht die natiirlichen Variablen.

Wir ziehen unser Ergebnis fiir die freie Energie eines realen einatomigen Gases
heran:

bo(T) + ... . (8.39)

N ( o h2 )3/2 N2kpT
%

F = NkgTln —
By ke %

m ist die Masse der Atome, bo(T") der temperaturabhéngige zweite Virialko-
effizient.

Mit der Entropie S = —9F/0T,p = —0F/0V und H = F+TS+pV berechnet

man
H= gNkBT + Np (bo(T) — Tos(T) +...) . (8.40)
Fiir kleine Driicke ist der Joule-Thomson-Koeffizient also durch
kpu(T,0) = % (bo(T) = Tby(T) + ...) (8.41)

gegeben.

Zuerst einmal sieht man, dass der Joule-Thomson-Effekt beim idealen Gas
verschwindet. Weil wir die Virialentwicklung nur bis zum n#chsten Term ver-
wendet haben, kann das Ergebnis auch nur fiir kleine Driicke richtig sein.

Fiir die Beschreibung der Wechselwirkung zwischen Atomen hat sich das nach
Lennard und Jones benannte Potential

=a (@) -] o

bewahrt. Bei r = a ist es minimal und hat am Minimum den Wert —¢g.
Der anziehende 1/75-Anteil beschreibt die Wechselwirkung zwischen indu-
zierten Dipolen. Der 1/r12-Beitrag sorgt fiir die kurzreichweitige AbstoBung.
Das Lennard-Jones-Potential enthélt zwei anpassbare Parameter.
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Man sieht leicht ein, dass der zweite Virialkoeffizient als

bo(T) = %/d% (1 _ e‘¢(5)/kBT> — AB(6)T) (8.43)

geschrieben werden kann, mit
2r 4
A= 5@ und k@ = ¢g (8.44)
sowie

B(z) = /OOO ds (1 _ o 2e/s e_x/84> . (8.45)

Im Anhang zu diesem Abschnitt untersuchen wir die Funktion 3(x) genauer.

Wir passen unseren Ansatz (8.42) an die folgenden Messwerte? fiir Argon an:

T in °C ‘ 600 300 150 () 25 0
be in A3‘32.34 17.88 2.42 -12.33 -26.65 -36.69

Der Fehler*

A=AA,0)= |ba —ba(To)f (8.46)

[e%

soll so klein wie moglich ausfallen. Dabei kann man fiir vorgegebenes © das
optimale A analytisch ermitteln, ndmlich als

AO) = Zazl)zgf“ mit B, = 3(6/T.). (8.47)

IN MATLAB beschreiben wir das durch

function mf=misfit(theta,t,b)
B=1j_beta(theta./t);
L=(B*b’)/(B*B’) ;

d=b-L*B;

mf=dx*d’;

U W N =

Dabei ist 1j_beta das Programm fiir die Funktion § = ((x), das man im
Anhang finden kann.

Nun ist nur noch das optimale © zu ermitteln,
3 Landoldt-Bérnstein, Eigenschaften der Materie in ihren Aggregatzustinden,

Teil 1, p. 248

4 o nummeriert die Messpunkte
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Abb. 8.1. Der zweite Virialkoeffizient bo(T) fiir Argon wurde mit Hilfe ei-
nes Lennard-Jones-Potentials an Messwerte (Kreise) angepasst. Temperatur
in Kelvin, zweiter Virialkoeffizient in A3,

1 t=[600 300 150 75 25 0] + 273.16;
2 b=[32.34 17.88 2.42 -12.33 -26.65 -36.69];
3 fmin(’misfit’,100,300,FOPTIONS,t,Db);

Das Ergebnis ist © = 218.5 K und A = 43.1 A% Damit ergibt sich a = 2.74 A
sowie @9 = 0.0188 eV. Diese beiden Parameter kennzeichnen das Lennard-
Jones-Potential fiir die Wechselwirkung zwischen Argon-Atomen. Ubrigens:
die hier ermittelten Parameter erlauben kein Argon-Molekiil.

Hat man erst einmal einen analytischen Ausdruck fiir den zweiten Virialko-
effizienten, kann man den Joule-Thomson-Koeffizienten fiir niedrige Driicke
ausrechnen.

Oberhalb der Inversionstemperatur (723 K fiir Argon, 202 K fiir Wasserstoff)
fithrt Druckentspannung zur Erhitzung, sonst zur Abkiihlung. Unsere Rech-
nung liefert eine Inversionstemperatur von 554 K. Daran erkennt man, dass
das Lennard-Jones-Potential eine brauchbare N&herung ist, das wirkliche Po-
tential aber nur ndherungsweise darstellt.

Bei Zimmertemperatur ausstromender Wasserstoff erhitzt sich. Die Fachleute

verneinen, dass dieser Effekt eine zukiinftige Wasserstoffwirtschaft ernsthaft
gefdhrdet.
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Abb. 8.2. Aufgetragen ist der Joule-Thomson-Koeffizient (d. h. kgp in A?%)
iiber der Temperatur T (in Kelvin) fiir Argon.

8.3.1 Anhang

Wir wollen hier die Funktion
oo -2 -4
ﬁ(m):/ ds (1— o208 s ) (8.48)
0

so umformen, dass sie einfach zu programmieren ist.

Weil die Summanden nicht einzeln integriert werden koénnen, schaffen wir
die (1 —...)-Struktur weg, indem mit 1 = (d/ds)s multipliziert und partiell
integriert wird:

—4

Blx) =4z /000 ds (st —57?) Q2rs g (8.49)

Im niichsten Schritt schaffen wir das widerliche s=* im Argument der Expo-
nentialfunktion ab. Wir setzen t = 2s~% und berechnen

B(z) = 2/ /OOO dri-1/4 et 2Vt (1 - ﬁ) . (8.50)

2v/xt

Nun wird der Faktor e als Potenzreihe entwickelt:
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ﬂ(l’) :m1/4iw/wdt e

x
|
P k! 0

00 k 0o
_ x3/4z (2\2’5) / Qe
k=0 : 0

Wir koénnen damit

schreiben. Dabei wurde

F(l—l—x):m!:/ dt e Lo
0

ty—1/44k/2
by=s/agn/z, (8.51)
128 k 5
—————— ! 52
4 k! (2 4) (8:52)
(8.53)

herangezogen. ¢ = I'(3/4) = (—1/4)! hat den Wert 1.22541670246518, ¢; =
—I(1/4)/2 = —(—3/4)!/2 betriigt —1.81280495411095.

(8.52) lasst sich durch die Rekursionsformel

o 2k —5 .
k= 7k(k 1) k—2
beschreiben.

(8.54)

Das folgende MATLAB-Programm stellt die Funktion §(z) als Polynom der
Ordnung 32 dar. Im Bereich z € [0, 2] ist neunstellige Genauigkeit garantiert.

function b=1j_beta(x)
c=zeros(32,1);
c(32)=Gamma (0.75) ;
c(31)=-0.5%Gamma (0.25) ;
for n=(30:-1:1)

k=32-n;

c(n)=(2xk-5) /k/ (k-1) *c(n+2) ;

end
b=polyval(c,x);

Das ist nicht optimal, denn bei jedem Funktionsaufruf werden die Koeffi-
zienten neu berechnet. Die Rechenzeiten sind aber so klein, dass sich eine

Verbesserung wirklich nicht lohnt.
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8.4 Debye-Modell fiir Gitterschwingungen

Wir betrachten einen Kristall aus N identischen Einheitszellen. In jeder Ein-
heitszelle befinden sich r Gitterbausteine. Die gemeinsamen Elektronen wirken
als Leim, sie halten den Festkorper zusammen.

Im Sinne der Born-Oppenheimer-Néherung bewegen sich die Gitterbausteine
in einem Potential, das durch die Coulomb-AbstofSung der Kerne und durch
den Grundzustand der Elektronen (bei festgehaltener Position der Kerne) ge-
geben ist. Der Grundzustand des Festkorpers ist durch das Minimum dieses
Potentials bestimmt. Ist der Festkorper hinreichend grofl, dann wird das Mi-
nimum fiir eine regelméfBige Anordnung von Einheitszellen erreicht, eben fiir
einen Kristall.

Man kann die potentielle Energie um ihre Gleichgewichtskonfiguration entwi-
ckeln. Die ersten Ableitungen nach den Kernkoordinaten verschwinden, weil es
sich ja schlieflich um ein Minimum handelt. Mit ); als den Abweichungen von
der Ruhelage kann man den Hamilton-Operator fiir die Gitterschwingungen
als

- |
— J " )
H= Ej o0, + 3 Ekj ViiQrQj + - .. (8.55)

schreiben, solange die Auslenkungen klein bleiben. Man beachte, dass Vk’; eine
reelle symmetrische Matrix ist.

Im vertiefenden Kapitel iiber Mechanik haben wir Hamilton-Funktionen un-
tersucht, die in den Impulsen und Koordinaten quadratische Formen sind.
Mit Hilfe kanonischer Transformationen kann man (8.55) in einen Ausdruck
umformen, der ungekoppelte harmonische Schwingungen beschreibt.

In der klassischen Mechanik verlangt man von den verallgemeinerten Koordi-
naten ¢); und Impulsen P;, dass sie den kanonischen Vertauschungsregeln

{Qjan} =0, {Pj,Pk} =0 und {Pj,Qk} = 5jlc (8.56)

gehorchen. {A, B} ist die Poisson-Klammer. Eine Transformation in neue
Koordinaten und Impulse heifit kanonisch, wenn sie diese Vertauschungs-
struktur erhilt. In der Quantenmechanik rechnet man nicht mit der Poisson-
Klammer, sondern mit dem Kommutator. Formal hat man lediglich {A, B}

h
durch — [A, B] zu ersetzen.
i

Wir kénnen daher die Ergebnisse der Mechanik unverdndert iibernehmen. Der
Ausdruck (8.55) fiir die Schwingungsenergie kann in

H=> hw, (ALAQ + ;) (8.57)
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umgeformt werden. « indiziert die Normalschwingungen. Jede Normalschwin-
gung hat die Energieeigenwerte (1/2 + n)hw fiir n = 0,1,... Man sagt dann
auch, dass die Normalschwingung a mit n = 0,1,... Phononen der Energie
hw, besetzt ist. Al erzeugt ein Phonon vom Typ a. Erzeugungsoperatoren
zu verschiedenen Normalschwingungen vertauschen, daher sind die Normal-
schwingungen ungekoppelt. Wechselwirkungen zwischen den Phononen wer-
den durch die in (8.55) fortgelassenen Terme beschrieben, die man als Anhar-
monizitdten bezeichnet.

Wir stellen jetzt einige Befunde iiber das Spektrum der Normalschwingungen
zusammen.

Weil der Kristall aus Kopien einer Einheitszelle aufgebaut ist, kommen ebene
Wellen mit Wellenvektor k ins Spiel. Wir nehmen hier einfachheitshalber einen
kubischen Kristall an, dann gilt

T ko ks < T (8.58)
a a

a, die Gitterkonstante, beschreibt die Abmessung der Einheitszelle.

Wir bezeichnen mit r die Anzahl der Ionen in einer Einheitszelle. Insgesamt
gibt es 3r Phononenéste w; (k).

Drei davon, wq,ws,ws, beschreiben akustische Phononen. Das sind solche Ei-
genschwingungen, bei denen die Einheitszellen insgesamt relativ zueinander
schwingen. Die akustischen Phononenéste haben die Eigenschaft

w;(k) = c;lk| fur |kla < 7. (8.59)

Fiir hinreichend lange Wellen sind Kreisfrequenz und Wellenzahl zueinander
proportional. Die Proportionalitéitskonstanten sind gerade die Schallgeschwin-
digkeiten c; fiir longitudinale Polarisation und cs, c3 fiir transversale Polari-
sation der Schallwellen.

Die iibrigen 37 — 3 Phononenéste nennt man optische. Sie beschreiben Schwin-
gungsformen innerhalb der Einheitszellen relativ zueinander. Die Frequenzen
sind hoch, die entsprechenden Schwingungen kénnen durch infrarotes oder
sichtbares Licht angeregt werden (daher der Name).

WEeil die thermodynamischen Eigenschaften eines Systems nicht von der Art
der Energieeigenzustéinde abhéngt, sondern nur von den Energieeigenwerten,
interessieren wir uns hier lediglich fiir die Zustandsdichte.

Die Zustandssumme ist durch
3r
20e) =D 0(e — hw;(k)) (8.60)
=1 k

gegeben. Fiir wieviele Normalschwingungen liegt die Phononenenergie niedri-
ger als €? Das wird mit (8.60) beantwortet.
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Die Ableitung der Zustandssumme nach der Energie wird als Zustandsdichte
bezeichnet:

Z(e) = 02'(e). (8.61)

Da die freie Energie nicht-wechselwirkender Teilsysteme sich additiv aus den
freien Energien der Teile zusammensetzt, darf man

Fe / de Z(e) £(€) (8.62)

schreiben, mit f(e) als freier Energie eines harmonischen Oszillators mit An-
regungsenergie € = fiw.

Dafiir berechnen wir®

i) =kt T i (1 TRT) (s

n=0

Fiir kleine Energien kann man die Zustandsdichte berechnen. Es tragen dann
nur die drei akustischen Phononeniste bei. In der Brillouin®-Zone (das ist der
Bereich der erlaubten Wellenvektoren) sind gerade N k-Vektoren gleichméBig
verteilt, wenn der Kristall aus N Einheitszellen besteht. Mit (8.59) berechnen
wir

3
0= s 2 (1) =30 () 5o

i=1
fiir die Zustandssumme. Dabei ist ¢ eine geméif

3 1 1 1

gemittelte Schallgeschwindigkeit.

Bereits 1912 hat Peter Debye’ die folgende Niherung vorgeschlagen: Man
verwende (8.64) auch bei hoheren Energien, schneide die Zustandsdichte aber
bei einem gewissen € = kg@ scharf ab, und zwar so, dass

Q(kO) = 3rN (8.66)

gilt. Zur Erinnerung: unser Kristall besteht aus N Einheitszellen mit jeweils r
Gitterbausteinen. Und weil die Gitterbausteine in drei Dimensionen schwingen
konnen, steht auf der rechten Seite von (8.66) die Anzahl der Schwingungs-
freiheitsgrade.

5 Der Zusatz hw/2 ist ohne Belang und wird ab jetzt weggelassen.
6 Léon Nicolas Brillouin, 1889 - 1969, franzsésischer Physiker
7 Peter Debye, 1884-1966, niederlindischer Physiker und Chemiker
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Die so genannte Debye-Temperatur © ist damit durch

k@ 3 B 6m2rN
he TV

(8.67)

festgelegt.

In dieser Naherung ergibt sich fiir die freie Energie der folgende Ausdruck:
1
F=9rN kBT/ drz?In (1 —e _xQ/T) . (8.68)
0

Mit etwas Fleif ldsst sich daraus die Warmekapazitit des Festkorpers aus-
rechnen:

TN 7 L 22 \?

Die Grenzfille

1274 T\*
=2 Ny (L) beiT<0 (8.70)
5 6
und
C =3rNkg bei T> 0 (8.71)

gelten iibrigens unabhéngig von der Debyeschen Ndherung. Bei niedrigen Tem-
peraturen kommt nur der niederenergetische Teil der Zustandsdichte ins Spiel,
und der wird durch (8.64) richtig beschrieben. Bei hohen Temperaturen da-
gegen kommt es nur auf die Zahl der Oszillatoren an, von denen jeder mit kg
zur Wirmekapazitit beitragt.

(8.70) ist das Debyesche T3-Gesetz fiir die Wirmekapazitiit. (8.71) ist als
Regel von Dulong und Petit bekannt.

Man kann das Debye-Modell verbessern, indem die Néherung (8.64) nur fiir
die akustischen Aste verwendet wird. Die optischen Aste niihert man dage-
gen durch eine konstante mittlere Kreisfrequenz (Einstein-Modell). Natiirlich
dndert sich dadurch der Wert der Debye-Temperatur, aber so, dass (8.70)
nach wie vor richtig bleibt (mit r = 1).

Die Zustandsdichte von Eis wird durch eine Debye-Temperatur von © = 192 K
gut beschrieben.

8.5 Ausrichtung von Dipolen

Wir erinnern uns: ein duflerer Parameter ist eine physikalische Gréfle, von
der der Hamilton-Operator des Systems abhéngt. Allerdings einseitig in dem
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Sinne, dass Zustandsédnderungen im System nicht auf den dufleren Parameter
zuriickwirken. Als Beispiel hatten wir das Volumen V' eines Behiilters kennen-
gelernt, den man im Prinzip so stabil bauen kann, dass Druckerh6hung im
Inneren (praktisch) nicht zu einer Vergréfierung des Volumens fiithrt.

Auch die Teilchenzahl kann man als einen &ufleren Parameter auffassen. In
einer Theorie, die Systeme mit beliebig vielen Teilchen beschreiben kann,
schrinkt man sich auf den Teil-Hilbertraum ein, der genau N Teilchen ent-
spricht.

Die statische elektrische oder magnetische Feldstéirke, denen eine Probe aus-
gesetzt wird, lassen sich gleichfalls als &uflere Parameter verstehen. Ein leis-
tungsfihiges Stromnetz und gute Netzgeriite sorgen dafiir, dass eine bestimm-
te Spannung oder Stromstéirke eingeregelt wird, unabhingig davon, welche
Prozesse in der Probe ablaufen.

In diesem Abschnitt leiten wir den ersten Hauptsatz fiir Materie im elektro-
magnetischen Feld ab und gehen darauf ein, warum man in verschiedenen
Lehrbiichern verschiedene Versionen findet. Danach befassen wir uns mit der
teilweisen Ausrichtung elektrischer oder magnetischer Dipole im elektrischen
oder magnetischen Feld.

Man betrachtet einen Kondensator aus zwei grofien Platten der Flache a, die
sich im Abstand d gegeniiberstehen. Dazwischen befindet sich ein homogenes
Medium. Auf der oberen Platte befindet sich die elektrische Ladung @, auf
der unteren —(@. Die elektrische Feldstiarke £ im Medium und die Spannung U
zwischen den Platten sind durch U = d€ miteinander verkniipft. Die Verschie-
bung ist durch die Flichenladungsdichte gegeben, sie betriigt D = Q/a. Bringt
man nun die kleine Ladung @ von der unteren auf die obere Platte, dann ist
dafiir die Arbeit UdQ = d€adD aufzuwenden, also £6D pro Volumeneinheit.

Wir stellen nun eine analoge Uberlegung fiir das magnetostatische Feld an.
Dafiir denken wir uns eine lange Spule mit Querschnitt ¢ und Lénge ¢, die
homogen mit N Windungen gewickelt ist. In der Spule soll sich ein ebenfalls
homogenes Medium befinden. Wenn durch die Spule der Strom I flieit, dann
betriigt die magnetische Feldstéirke im Inneren H = NI/¢. B ist die Induktion
und @ = aB der Induktionsfluss. Andert man die Stromstéirke, dann wird
eine Gegenspannung U = N@ induziert. Dem System wird also die Leistung
UI=N aBEH/N zugefithrt. Zur Anderung der Induktion um 08 ist also pro
Volumeneinheit die Arbeit HdB aufzuwenden.

Im Allgemeinen brauchen € und D oder H und B nicht parallel zu sein,
und die Felder kénnen sich auch von Ort zu Ort dndern. Fiir die am System
geleistete Arbeit ist dann

5A:/dV£-6’D+/dVH~5B (8.72)

zu schreiben. Das ist der erste Hauptsatz fiir Materie im elektrostatischen
oder magnetostatischen Feld.
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In dieser Fassung sind die dielektrische Verschiebung D und magnetische In-
duktion B als duflere Parameter aufzufassen. Die elektrische und magnetische
Feldstérke € bzw. H dagegen spielen die Rolle von verallgemeinerten Kriften.
Das ist aus theoretischer Sicht vollkommen korrekt, entspricht aber nicht den
experimentellen Gegebenheiten. Man mochte vielmehr die elektrische oder
magnetische Feldstérke als unabhéngige Variable benutzen, weil diese Grofien
leicht einzuregeln sind.

Es gibt noch einen anderen Grund, den ersten Hauptsatz umzuformen. In
(8.72) ist auch die Arbeit enthalten, die man zum Aufbau eines Feldes im
Vakuum benotigt. Die Vakuumfeldenergie ist von der Temperatur vollig un-
abhéngig und hat in der Thermodynamik eigentlich nichts zu suchen.

Wir spalten daher die freie Energie in einen Feld- und in einen Materieanteil
auf, F' = F; + F,,. Wir arbeiten hier mit dem Ausdruck

D2 P2 B2 ueM?
= [av (T )+ [av (-5 ) (3.73)

Dabei ist P = D—¢o€ die Polarisierung, M = B/uo—H die Magnetisierung.
Aus (8.72) und (8.73) folgt fiir den Materie-Anteil der freien Energie

6Fm:—SéT—/dV’P-5£—uo/dVM-5H. (8.74)

Man beachte, dass es ohne Materie weder Entropie noch Polarisierung noch
Magnetisierung geben kann. (8.73) ist dann der vertraute Ausdruck fiir die
Feldenergie im Vakuum, und (8.74) ist mit F,,, = 0 vertriiglich.

Wir weisen an dieser Stelle ausdriicklich darauf hin, dass andere Aufspal-
tungen in Feld- und Materieanteil moglich sind, so dass in Abwesenheit von
Materie die soeben beschriebenen Sachverhalte ebenfalls gelten. Unsere Defi-
nition hat den Vorteil, dass nun die elektrische und die magnetische Feldstérke
als duflerer Parameter auftreten.

8.5.1 Ausrichtung elektrischer Dipole

Betrachten wir zuerst ein Gas aus Molekiilen mit einem permanenten Dipol-
moment. Wasserdampf ist ein gutes Beispiel. Wenn Hjy der Hamilton-Operator
ohne dufleres Feld ist, dann konnen wir fiir das Gas im elektrischen Feld den
Ausdruck

HE)=Hy—» p,-E (8.75)

schreiben.

Im Gegensatz zu den magnetischen Dipolen, die mit dem Spin verkniipft sind,
vertauschen die drei Komponenten der Dipol-Operatoren untereinander. Wir
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diirfen klassisch rechnen, weil & im Zusammenhang mit dem elektrischen Di-
polmoment keine Rolle spielt.

Am besten berechnen wir gleich den Erwartungswert eines beliebigen Dipols:
/d()ep E/ksT ),

P)= /drzep"g/’“BT

( (8.76)

Gemeint ist die Mittelung iiber alle Raumrichtungen. Mit £ = £n und p = |p|
berechnet man

(p) = (coth(z) - i) pn mit z = ]i;—gT. (8.77)

Man sieht, dass mit z — oo der Erwartungswert des Dipolmomentes gegen
pn strebt; das bedeutet vollstindige Ausrichtung. Im schwachen Feld, also im
Fall p& < kgT, ergibt sich

Pon(p) —in ey (8.78)
=n{p) =3n T .
fiir die Polarisierung. n ist die Teilchendichte.

Die dielektrische Suszeptibilitét

1 oP

5 (8.79)

fillt mit der Temperatur wie 1/T ab (Curie-Gesetz®).

8.5.2 Ausrichtung magnetischer Dipole

Mit dem Elektronenspin S = fio/2 ist auch ein magnetisches Dipolmoment

m = —mo verbunden®. Die o sind dabei die bekannten Pauli-Matrizen:
01 0—1 10
g1 = , 02 = , 02 = (880)
10 70 0-1

Wir haben das bereits im Abschnitt {iber den Stark-Effekt beim Wasserstoff-
Atom erwihnt (Zeeman-Effekt).

Die Wechselwirkung frei drehbarer Elektronenspins mit einem Magnetfeld
H = 'Hmn wird durch den Hamilton-Operator

8 Pierre Curie, 1859 - 1906, franzosischer Physiker
? m = eh/2m.=0.93 x 10~2* Am?
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H=Hy— 1oy po-H=H+pmH) n-o, (8.81)

erfasst. Siehe hierzu den Abschnitt iiber Magnetische Dipole und die Gleichung
(2.91).

Die Spin-Operatoren verschiedener Elektronen vertauschen miteinander und
mit Hy. Genau das bedeutet ’frei drehbar’.

Jeder Term n - o hat die Eigenwerte +1, und man berechnet

uomH

F = Fy — kgT In 2 cosh( T
B

). (8.82)

Fiir die Magnetisierung ergibt sich

MomH) _ pom?

ksT "

M = nmtanh( =nS—
B

H+. ... (8.83)

n ist die Raumdichte der freibeweglichen Spins.

Bei kleiner magnetischer Feldstérke ist die Magnetisierung zu H proportional,
die magnetische Suszeptibilitit y = OM/IH fillt positiv aus. Die Ausrich-
tung permanenter magnetischer Dipole fiihrt zu paramagnetischem Verhalten.
Wie die elektrische féllt auch die magnetische Suszeptibilitdt mit wachsender
Temperatur wie 1/T ab (Curie-Gesetz).

Grofle Feldstarken richten bei niedrigen Temperaturen sowohl elektrische als
auch magnetische Dipole vollstéindig aus. Man spricht in diesem Zusammen-
hang von Séttigung. Bei niedrigen Feldstéirken sind dagegen die Polarisierung
sowie die Magnetisierung zur anliegenden Feldstéirke proportional. Die funk-
tionalen Abhéngigkeiten unterscheiden sich allerdings stark. Das liegt dar-
an, dass man beim Spin quantenmechanisch rechnen muss (nur zwei Ein-
stellméglichkeiten 7 und |), withrend fiir die Ausrichtung von Molekiilen mit
elektrischem Dipolmoment der klassische Limes gut ist.

8.6 Ferromagnetismus

In manchen Substanzen haben benachbarte frei beweglichen Spins die Nei-
gung, sich parallel zueinander auszurichten. Heisenberg hat diese Tendenz in
dem folgenden Modell nachgebildet:

1
H:HO—I—,uom’Hza:aa-n—§;gbaab~aa. (8.84)

Der Hamilton-Operator Hy beschreibt die Materie ohne Elektronenspin. Das
duBere Magnetfeld H = Hn koppelt an die magnetischen Momente m, =
—mo, der Elektronen. Hinzu kommt eine Wechselwirkung zwischen Paaren
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von Spins, die durch Kopplungskonstante gy, beschrieben wird. Diese Matrix
soll positiv sein, so dass gleichgerichtete Spins zu einer Absenkung der Energie
fithren.

Wir wollen hier nicht darauf eingehen, wie es zur so genannten Austausch-
wechselwirkung zwischen Spins kommt, das ist eine ganz andere Geschichte.
Wir wollen uns hier vielmehr mit dem durch (8.84) definierten Heisenberg-
schen Ferromagneten beschiftigen.

Fiir das Modell des Heisenbergschen Ferromagneten in zwei Dimensionen hat
Onsager eine analytische Losungung gefunden, die allerdings extrem kompli-
ziert ist. Den dreidimensionalen Heisenbergschen Ferromagneten hat bis heute
noch niemand geschafft.

Wir stellen hier eine Ndherung vor, die unter mehreren Namen bekannt ist, als
Landau-Theorie!?, als Weifische!! Molekularfeld-Niherung oder MFA (mole-
cular field approzimation).

Wir addieren zu —o, - 0, den Term (o — Sp) - (074 — S4). Die s, sind dabei
gewohnliche Zweiervektoren, keine Observablen. Weil die Kopplungskonstan-
ten gy, eine positive Matrix bilden, wird dadurch die Energie vergréfiert. Wir
suchen nach demjenigen Satz von Vektoren s,, der den Fehler in einem noch
zu préazisierenden Sinne so gering wie moglich werden lésst.

Wir erinnern uns an die Darstellung der freien Energie durch

F = mmi/n trW{H + kgTIn W}, (8.85)

als Minimum einer freien Energie F'(T,W) iiber alle Zusténde W. An dieser
Darstellung erkennt man sehr schén, dass die freie Energie mit der Energie
wéchst in dem Sinne, dass H; < H, die Feststellung F; < F5 nach sich zieht.
Das gilt fiir jeden Zustand und dann auch fiir die Minima.

Der Néherungsausdruck

1
H=H,+ 3 ngbasb - 8q + ; <u0mHn — ;gbasb> e (8.86)

ist groBer als der urspriingliche Ausdruck (8.84) fiir das Heisenbergmodell.
Schliellich hatten wir angenommen, dass die Matrix g von Kopplungskonstan-
ten positiv sein soll, dass das System von sich aus die Spins parallel ausrichten
mochte.

Der Ausdruck ist handhabbar geworden, weil die storenden, in den Spinope-
ratoren quadratischen Terme verschwunden sind. Zu (8.86) gehort die freie
Energie

10 Lew Dawidowitsch Landau, 1908 - 1968, russischer Physiker
11 Pierre Ernest Weiss, 1865 - 1940, franzésischer Physiker
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1
F(317327"‘):FO+§§:gbasb'3a
H— a9a ’
—kBTZIHZCosh'uOm 2 Gba s n.

kT

(8.87)

Das haben wir bereits im Abschnitt Ausrichtung elektrischer und magneti-
scher Dipole hergeleitet.

Wir suchen nun nach dem Minimum iiber die Vektoren s,, denn damit machen
wir den kleinsten Fehler bei der Ndherung von (8.84) durch (8.86).

Wenn alle s, in die gleiche Richtung zeigen und dieselbe Lénge haben, dann
ist die freie Energie kleiner als bei verschiedenen s,. Das ist ebenso plausibel
wie die Feststellung, dass s, = s parallel zu n sein wird, denn schliefflich ist
die Richtung n des dufleren Magnetfeldes der einzige Vektor im Spiel. Wir
setzen also s, = —sm in (8.87) ein und berechnen

L tomH + kgl s

T (8.88)

1
F(s)=Fy+ §Nk39 5% — NkgT1In 2 cos
Dabei haben wir ), gys = kg0 gesetzt und eingearbeitet, dass die Kopplungs-
konstanten zu den umgebenden Spins nicht von der Stelle a abhéngen. N ist
die Anzahl der Spins im System.

Nun muss man nur noch das Minimum iiber s aufsuchen. Wir setzen die
Ableitung dF(s)/ds gleich Null und erhalten die Gleichung

_ pom™ 6
s = tanh ( T +s T> . (8.89)

Fiir die Magnetisierung folgt

1 OF N

Ein plausibles Ergebnis. Die Magnetisierung ist natiirlich zur Dichte N/V der
freibeweglichen Elektronenspins proportional, und zu m, dem magnetischen
Moment eines Elektrons. Die Richtung der Magnetisierung wird durch die
Richtung n des duleren Magnetfeldes bestimmt. Die dimensionslose Grofle s
ist offensichtlich der Polarisierungsgrad und variiert im Intervall —1 < s < 1.

Studieren wir zuerst den Fall T > 6, also hohe Temperaturen. Die Gleichung
s = tanh(sf/T") hat dann nur die Losung s = 0. Die Entwicklung nach kleinen
Feldstérken liefert

N pom?

M:VkB(T—e)

HA+ ... (8.91)
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Die Substanz befindet sich also oberhalb der so genannten Curie-Temperatur
f im paramagnetischen Zustand. Magnetisierung und magnetische Feldstérke
sind proportional und parallel. Allerdings fillt die magnetische Suszeptibilitét
nicht mehr wie 1/7T ab, wie das fiir die Ausrichtung magnetischer Dipole im
Magnetfeld charakteristisch ist. Die Temperaturabhingigkeit wird nun viel-
mehr durch 1/(7T—0) beschrieben, durch das Curie-Weif-Gesetz. Insbesondere
wird die Suszeptibilitdt bei der Curie-Temperatur 6 unendlich grof, was auf
den Ubergang zu einer anderen Phase hindeutet.

-0.58

freie Energie / Nk6

Ausrichtung s

Abb. 8.3. Aufgetragen ist die freie Energie (8.88) pro Spin in Einheiten von
kg6 iiber dem Ausrichtungsgrad s. Die Temperatur 7" = 0.9 0 liegt unter-
halb der Curie-Temperatur. Ein Magnetfeld (uomH/ks6 = 0.005) hebt die
Symmetrie s < —s auf.

Unterhalb der Curie-Temperatur, T < 6, hat die Gleichung s = tanh(s6/T")
drei Losungen, ndmlich s = 0 und s = £s*(T). Fiir 0 < H — 0 ist s =
s*(T) > 0 gerade die Losung, welche die freie Energie F'(s) minimiert. Wir
erhalten also

M = %ms*(T) n=M"(T)n (8.92)
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als spontane Magnetisierung. Fahrt man die Stérke H des dufleren Magnetfel-
des auf 0, dann bleibt die Magnetisierung M* zuriick. Die Substanz befindet
sich also im ferromagnetischen Zustand.

Abbildung 8.3 stellt die freie Energie als Funktion des Ausrichtungsgrades s
fir T/0 = 0.9 und pomH/kgd = 0.005 dar. Das ist ein relativ schwaches
duBeres Magnetfeld, das trotzdem fiir klare Verh&ltnisse sorgt: das rechte Mi-
nimum der freien Energie liegt deutlich tiefer als das linke. Man beachte auch,
dass schon wenig unterhalb der Curie-Temperatur die spontane Magnetisie-
rung deutlich ausgeprigt ist.

0.9

°
J
T

o
)
T

spontane Magnetisierung
o o
= o
T T

o
[&)
T

0.2

0.1F

1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Temperatur

0 I I I I

Abb. 8.4. Aufgetragen iiber dem Verhiltnis 7/60 von Temperatur
und Curie-Temperatur ist das Verhiltnis M*/ My von spontaner zur
Sattigungsmagnetisierung. Diese Kurve stellt das Ergebnis der Molekular-
feldndherung an das Modell des Heisenbergschen Ferromagneten dar.

Bild 8.4 zeigt, wie die spontane Magnetisierung von der Temperatur abhéngt,
und zwar gemif der Molekularfeldndherung an das von Heisenberg formu-
lierte Modell fiir den Ferromagnetismus. Die Molekularfeldnéherung ist eine
Naherung, und das Heisenberg-Modell ist ein Modell. Kein Wunder, dass die
gemessenen Abhéngigkeiten M*(T) von dem in Abbildung 8.4 dargestellten
Verlauf abweichen. Man muss sich eher dariiber wundern, dass trotz aller
Vereinfachungen und Niherungen die Ubereinstimmung so gut ist.
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8.7 Chemisches Potential

Wir haben bisher immer angenommen, dass die Zahl der Teilchen in einem
System einen konstanten Wert N hat. Das bedeutet nicht, dass es sich um ein
abgeschlossenes System handelt, schlieffilich kann mit der Umgebung Energie
ausgetauscht werden. Die Temperatur ist ein Maf} dafiir, wie stark der Drang
des Systems ist, Energie abzugeben. Wenn System und Umgebung gleiche
Temperatur haben, dann herrscht Gleichgewicht in Bezug auf den Austausch
von Energie.

Ebenso lisst sich der Druck verstehen. Wenn die Teilchen in einem Gebiet G
eingesperrt sind, das sein Volumen anpassen kann, dann herrscht Gleichge-
wicht in Bezug auf Volumenaustausch, wenn die Driicke des Systems und der
Umgebung iibereinstimmen.

Wir wollen nun auch zulassen, dass ein System mit der Umgebung Teilchen
austauscht. Damit erweitert man den Anwendungsbereich der Thermodyna-
mik betréchtlich.

Man denke an eine biologische Zelle. Die Zellmembran ist fiir einige Molekiil-
oder Ionensorten passierbar, fiir andere nicht.

Ein Festkorper (Eis) kann mit seiner Umgebung (Luft plus Wasserdampf)
H,0O-Molekiile austauschen.

Die gesamte Chemie wird erfasst. Denken wir nur an Wasser. Dabei hat man es
mit den Teilchensorten HoO, HT,OH~,H, und O5 zu tun. Jede dieser Teilchen-
sorten bildet ein System. Chemische Reaktionen wie HoO — HT 4+ OH™ und
die entsprechenden Riickwértsreaktionen beschreiben den Teilchenaustausch
zwischen diesen Systemen. Das H,O-System gibt ein Teilchen ab, dafiir neh-
men das HT- sowie OH™-System jeweils ein Teilchen auf. Die Reaktion 2H>O
— 2H5+05 beschreibt einen anderen Mechanismus, warum Wassermolekiile
verschwinden oder in der Riickwértsreaktion entstehen konnen.

Wir nummerieren geméfl ¢ = 1,2... die Teilchensorten im System. Mit N,
bezeichnen wir die zugehorige Teilchenzahl, ab jetzt eine Observable. Jedes
N, hat die Eigenwerte 0,1,2,....

Beim so genannten groflkanonischen Gleichgewichtszustand G* verschwindet
die Variation der Entropie, weil diese maximal ist:

5S = S(G* + W) — S(G*) = 0. (8.93)

Allerdings sind die Nebenbedingungen zu beachten, dass die Energie den Er-
wartungswert U = ( H) hat und die mittleren Teilchenzahlen ( N, ) einen
vorgegebenen Wert N, haben. Das bedeutet, dass die Variation W des ge-
mischten Zustandes folgenden Einschrankungen zu unterwerfen ist:

e Der Zustand W ist normiert, tr éW = 0.

e Der Energieerwartungswert soll den vorgegebenen Wert ( H) haben, da-
her troWH = 0.
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e Die Teilchenzahl-Erwartungswerte ( N, ) sind vorgegeben, daher die For-
derungen trdWN, = 0.

Bekanntlich 16st man solch eine Optimierungsaufgabe mit Hilfe von Lagrange-
Parametern:

%

L 1 Ha
tr <_kB IHG + T TH"‘ za: TNa> (SW = O (894)

Der grofikanonische Gibbs-Zustand ist also durch den Ausdruck

(F* — H + Y, 1aNo) /T

G =e (8.95)

gegeben.

Die groflkanonische freie Energie F* wird durch die Normierungsbedingung
tr G* =1 festgelegt,

F* = —kpTln tr ¢ (2o HalNa = H)/kBT" (8.96)

T ist nach wie vor die Temperatur. Wie beim kanonischen Gibbs-Zustand
wéchst der Energieerwartungswert mit der Temperatur T, so dass tr G*H =
U eine eindeutige Temperatur ergibt. Alle fritheren Uberlegungen, warum
der Lagrange-Parameter T die absolute Temperatur kennzeichnet, lassen sich
wiederholen.

Neu sind die Lagrange-Parameter p,, die man als chemische Potentiale be-
zeichnet. Wir werden diesen Namen gleich plausibel machen.

Wie bisher wollen wir die dufleren Parameter mit A = A1, Ao, ... bezeich-
nen. Wir erinnern uns: das sind Parameter, von denen der Hamilton-Operator
abhéngt und die nach Belieben geéndert werden konnen. Volumen, elektrische
und magnetische Feldstérke sind typische Beispiele.

Die groflkanonische freie Energie hingt gem#f (8.96) von der Temperatur,
den #uBleren Parametern und von den chemischen Potentialen ab, F* =
F*(T, )\ p).

Man weist leicht

dF* = —SdT + dA = Nadpa (8.97)

nach. Dabei ist S die Entropie des Zustandes G*, dA die am System ge-
leistete Arbeit (infolge von Anderungen der dufleren Parameter), und N, =
tr G*N, = (N, ) ist die mittlere Zahl der a-Teilchen.

Wir beschrénken uns jetzt einfachheitshalber auf nur eine Sorte von Teilchen.
Die groflkanonische freie Energie kann als
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oo

F(T, A\ p) = —ksTIn Y _ e (=
N=0

F(T,\,N) 4 uN)/kgT (8.98)

geschrieben werden. Dabei steht F' = F(T,\, N) fiir die freie Energie eines
Systems mit genau N Teilchen, von der bisher immer die Rede war.

Je grofer das System, umso mehr wird die Summe in (8.98) durch den grofiten
Beitrag dominiert. Dahinter steckt ein Satz aus der Funktionalanalysis, dass
die p-Norm

it = ([ e lsr) v (5.99)

einer anstdndigen Funktion f mit p — oo gegen die Supremums-Norm
| floo = sup |f(x)] (8.100)

konvergiert.

Wir koénnen daher fiir grofie Systeme wie folgt néhern:

F*(T,\ p) = inf (F(T,\,N) = uN). (8.101)

Das Infimum ist durch

OF (T, \,N)

S = (8.102)

gegeben. Daher darf man

F*(T,\ p) ~ F(T,\,N) — uN (8.103)
schreiben. Wegen OF*/0p = N muss man (8.103) zu

F*(T,\ p) ~ F(T,\,N) — uN (8.104)

prizisieren. Dabei ist N = N(T, \, i) die mittlere Teilchenzahl als Funktion
der Temperatur, der dufleren Parameter und des chemischen Potentials.
Wir exerzieren das am Beispiel eines idealen Edelgases durch. Die freie Energie
fiir genau N Teilchen im Volumen V ist
V ([ mksT\*?
F=—-NkgTIn— .
LN ( omh? )

(8.105)

Wir berechnen

V [ mkgT 3/2
p=—ksTh < 27r]7312 ) . (8.106)
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Dabei haben wir zweifach davon Gebrauch gemacht, dass die Formeln fiir das
ideale Gas nur dann richtig sein konnen, wenn V/N sehr grof} ist im Vergleich
mit der dritten Potenz der thermischen Wellenlidnge i/v/mkgT.

Fiir die Teilchendichte n = N/V erhalten wir in dieser Ndherung (verdiinntes
Edelgas)

- mkgT 3/2 ,u/k'BT

Man sieht:

Bei festgehaltener Temperatur wéchst die Teilchendichte mit dem chemischen
Potential. Die Umgebung muss ein negativ unendlichen chemischen Potentia-
les haben, um aus einem System alle Teilchen herauszusaugen.

Bei festgehaltenem chemischen Potential (negativ, damit der Grenzfall kleiner
Teilchendichten beschrieben wird) wichst die Teilchendichte mit der Tem-
peratur. Allerdings geht der Temperaturausgleich durch Wérmeleitung fiir
gewoOhnlich rascher vonstatten als der Ausgleich des chemischen Potentiales
durch Diffusion, so dass die voranstehende Aussage keine praktischen Konse-
quenzen hat.

Wenn wir zwei nur schwach wechselwirkende grofle Subsysteme X7 und X5 zu
einem System X vereinen, addieren sich die Energieobservablen H; und Hs zu
H ~ H;+H,. Dasselbe gilt fiir die Teilchenzahloperatoren. Dahinter steckt die
Vorstellung, dass die Zahl der Félle zu vernachléssigen ist, in denen von einem
Teilchen nicht genau gesagt werden kann, ob es zu X oder Y5 gehort. Das ist
z. B. in der Chemie der Fall, wenn gerade eine Reaktion stattfindet. Wahrend
einer winzigen Zeitspanne steht nicht fest, ob wir ein HoO-Molekiil oder zwei
Hs-Molekiile und ein O9-Molekiil vor uns haben. Chemische Reaktionen sind
nicht so wild, dass diese Félle eine Rolle spielen.

Wir haben frither argumentiert, dass die Additivitéit der Energie dafiir ver-
antwortlich ist, dass die Temperatur das thermische Gleichgewicht beschreibt.
Ist ein System X' im Gibbs-Zustandes G = G(T'), dann befinden sich auch die
Subsysteme X7 und Y5 in Gibbs-Zustinden Gy = G1(T) sowie Go = Go(T)
zur selben Temperatur 7.

Dasselbe gilt offensichtlich fiir die chemischen Potentiale, denn die Teilchen-
zahlen sind additive Observable. Ist ein Gesamtsystem im thermodynamischen
Gleichgewicht, dann stimmen die Temperaturen und die chemischen Poten-
tiale der Subsysteme iiberein. Ist die Membran einer Zelle fiir Wassermolekiile
passierbar, dann stimmen die chemischen Potentiale p,0 innerhalb und au-
Berhalb der Zelle iiberein.

Wir gehen zum Abschluss noch auf eine Besonderheit eines fluiden Mediums
aus nur einer Sorte von Molekiilen ein.

Die groflkanonische freie Energie F* héngt von der Temperatur 7', vom Vo-
lumen V' und vom chemischen Potential p fiir die betreffende Teilchensorte
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ab. Auflerdem ist F™* eine extensive Grofle und muss daher zum Volumen
proportional sein. Wegen 0F*/0V = —p gilt daher

F(T,V.p) = =V p(T, ). (8.108)

8.8 Wasserdampfdruck iiber Eis

Wenn zwei Systeme Teilchen austauschen kénnen, dann stimmen im Gleich-
gewicht deren chemische Potentiale {iberein. Als Beispiel wollen wir hier den
Dampfdruck des Eises untersuchen. Ein Festkorper aus HoO-Molekiilen, also
Eis, steht im Gleichgewicht mit der gasformigen Phase, also Wasserdampf. Von
der Oberflache eines Eisbrockens kénnen sich Wassermolekiile ablosen, und
umgekehrt konnen sich Wassermolekiile aus der Dampfphase an der Eisober-
fliche anlagern. Gleichgewicht liegt dann vor, wenn die chemischen Potentiale
fiir HoO-Molekiile in der Gasphase und in der festen Phase {ibereinstimmen.

Damit ist die Aufgabe klar. Zu berechnen sind die freien Energien fiir Wasser-
dampf und fiir Eis, als Funktionen der Teilchenzahl N. Die Ableitung danach
ergibt die chemischen Potentiale fiir Wassermolekiile in der festen und in der
gasférmigen Phase, die gleichzusetzen sind.

Beginnen wir mit dem Festkorper'?. Die freie Energie besteht aus der Bin-
dungsenergie des Kristalls, die (bei einem hinreichend groflem Eisbrocken)
zur Teilchenzahl N proportional ist. Die Bindungsenergie pro Teilchen eg be-
zeichnet man auch als Ablgsearbeit. Hinzu kommt die freie Energie fiir die
Gitterschwingungen, fiir die wir das Debye-Modell verwenden wollen:

1
F*! — _Neg + NkBTQ/ dz 22 1n <1 - e_x@/T> . (8.109)
0

Die Debye-Temperatur © betrigt 192 K, das kann man durch Messung der
Schallgeschwindigkeiten oder durch Anpassung an gemessene Wirmekapazi-
tdten herausfinden. Siehe hierzu den Abschnitt iiber das Debye-Modell fiir
Gitterschwingungen.

Wir wenden uns nun der Dampfphase'® zu.

Da sind zuerst die translatorischen Freiheitsgrade zu beriicksichtigen. Weil der
Wasserdampfdruck iiber Eis immer klein ist, geniigt die Ndherung als ideales
Gas:

, vV (mkpT\>?
FY = —NkpT'ln (7;]22 ) +.o. (8.110)

2 Die feste Phase wird iiblicherweise durch den Zusatz ’sol’ fiir lat. solidus: fest
gekennzeichnet.

13 Die Gasphase wird iiblicherweise durch den Zusatz ’vap’ fiir lat. vapor: Dampf
gekennzeichnet.
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Noch nicht beriicksichtigt sind die Dreh- und Schwingungsfreiheitsgrade der
Wassermolekiile.

Molekiilschwingungen kann man unbedenklich weglassen. Der Dampfdruck
itber Eis ist nur dann von Interesse, wenn es Eis gibt. Das ist nur unterhalb
des Tripelpunktes moglich, bei dem Wasserdampf, Wasser und Eis gleichzei-
tig im Gleichgewicht sein konnen. Die Temperatur am Tripelpunkt des Was-
sers'* betriigt 273.16 K. Die Molekiilschwingungen machen sich jedoch erst
bei weitaus hoheren Temperaturen bemerkbar, bei Zimmertemperatur und
unterhalb sind sie eingefroren.

Bleibt die Rotationsbewegung von Molekiilen. Die hier interessierenden Tem-
peraturen sind hoch im Vergleich mit den fiir die Rotationsbewegung cha-
rakteristischen Temperaturen, so dass man sich auf den klassischen Grenzfall
berufen darf. (8.110) ist damit um

3 T 1/2
FY = — NkgTh[] <9) (8.111)

a=1

zu erginzen. Wir begriinden das im Anhang. Die charakteristischen Tempe-
raturen sind durch kg, = h?/2I, erklirt, mit den Trigheitsmomenten I, um
die drei Hauptachsen des Wassermolekiils. Sie betragen 8, = 13 K, 6, =21 K
und 03 = 38 K.

Wir setzen in (8.110) den Druck p eines idealen Gases ein,

%4 kgT

—_ = 8.112

N p ( )
und berechnen fiir das chemische Potential von Wassermolekiilen in der Gas-
phase

OF vap kT [ mksT\>? & [ T\ ">
vap = = — _— —_—
I 3 kgT In » ( 917 ) | I o . (8.113)

a=1
Das ist mit dem chemischen Potential von Wassermolekiile in der festen Phase
zu vergleichen:

_ anol
0N

sol

= —eg + kT D(T/@) . (8.114)
Dabei haben wir
' —x/
D(z) = 9/ dz % In <1 —e 7 Z) (8.115)
0

abgekiirzt.

4 Das definiert die Kelvin-Temperaturskala.
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Wir setzen die chemischen Potentiale gleich und erhalten den folgenden Aus-
druck

3/2 3 1/2
PV (T) = kpT (”;k‘;g> 11 ((;F) cP(T/0)  —en/knT (8.116)
T o

a=1
fiir den Dampfdruck. Es gehen ein

e die Masse m der Wassermolekiile,
e das Plancksche Wirkungsquantum #,

e die Gestalt des HoO-Molekiils in Form der drei charakteristischen Tempe-
raturen 61,65, 03, die fiir die Triagheitsmomente stehen,

e die Debye-Temperatur © fiir Eis, die das Spektrum der Gitterschwingun-
gen charakterisiert, und

e die Ablosearbeit ep fiir ein Wassermolekiil aus dem Eis-Festkorper.

Das Bild 8.5 zeigt eine beste Anpassung unserer Formel (8.116) an experi-
mentelle Daten, die durch Kreise dargestellt sind. Lediglich die Ablsearbeit
eg wurde angepasst, sie betréigt 0.0490 eV.

Man beachte, dass der Dampfdruck immerhin iiber drei Gréf8enordnungen va-
riiert. Deswegen haben wir auch die Datenpunkte (T,,Inp,) angepasst, also
logarithmisch, und zwar so, dass die Summe der Fehlerquadrate als Funkti-
on der Ablosearbeit so klein wie moglich wird. Das Minimum in ep ist sehr
deutlich, so dass die vier angegebenen Nachkomma-Stellen echt sind. Zugleich
wird bestéitigt, dass die theoretischen Modelle, die eingeflossen sind, die Wirk-
lichkeit gut beschreiben.

Eis muss also nicht unbedingt dadurch verschwinden, dass es sich oberhalb
des Gefrierpunktes in Wasser umwandelt. Wenn sehr trockene Luft (mit einem
Wasserdampf-Partialdruck, der niedriger ist als der Dampfdruck) iiber Eis
streicht, dann sublimiert Eis direkt in die gasformige Phase.

Umgedreht kann Luft mit einem gewissen Wasserdampfgehalt bei Abkiihlung
unter den Gefrierpunkt direkt Eis bilden (Raureif).

8.8.1 Anhang (Molekiilrotation)

Molekiile konnen Energie auch dadurch aufnehmen, dass sie sich drehen. In
guter Ndherung verhalten sie sich dabei als starre Kreisel.

J sei der Drehimpuls des Molekiils. J? hat die Eigenwerte j(j+1)A? mit ganz-
zahligen Quantenzahlen j. Jeder Eigenzustand mit Drehimpulsquantenzahl j
ist (27 4+ 1)-fach entartet.

Im Schwerpunkt des Molekiils sei ein korperfestes kartesisches Koordina-
tensystem e;, es und e3 angebracht. Der Tragheitstensor ist durch I;; =
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10%;

ury
o
N
T
I

Dampfdruck [Pa]

—

O_A
T
L

10 1 1 1 1 1 1
210 220 230 240 250 260 270 280

Temperatur [K]

Abb. 8.5. Wasserdampfdruck iiber Eis. Die durchgezogene Linie stellt die bes-
te Anpassung eines theoretischen Ergebnisses an experimentelle Daten (Kreise)
dar.

> aMaZa,i%a,k definiert. Dabei ist m, die Masse des Kerns a und x,, der Orts-
vektor in Bezug auf das mitbewegte Koordinatensystem. Weil I, symmetrisch
ist, kann man das Koordinatensystem so wéhlen, dass nur Diagonalelemente
Iy, Is und I3 vorkommen.
Der Drehimpuls hat in Bezug auf das mitbewegte Koordinatensystem die
Komponenten K; = J - €;, und die Energie ist durch

1 1

H:7K2 T 32
26 1+212 2t

1
EKg (8.117)

gegeben, in Analogie zur klassischen Mechanik des Kreisels. Man kann zeigen,
dass die Operatoren —K; den Drehimpuls-Vertauschungsregeln geniigen. Be-
findet sich das System in einem Zustand mit Drehimpulsquantenzahl j, dann
hat K2 = J? den Eigenwert j(j + 1)h?, und fiir K3 kommen die Eigenwerte
—jh,(=j + 1)h, ..., jh in Frage.

Wir schrinken die Erdrterung erst einmal auf ein zweiatomiges Molekiil
mit verschiedenen Kernen ein, etwa HCl. Zwei Triagheitsmomente stimmen
iiberein, I} = Iy = I, das dritte ist im Vergleich damit winzig. Wegen
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1 1 1
H= —K?>+(— - —)K? 11
21 +(213 21) 3 (8.118)

folgt, dass nur der Eigenwert 0 fiir K3 von Bedeutung ist, weil andernfalls die
Drehenergie sehr grof§ wiirde. Wir erhalten also

2

=5pJ0+1) mit j=0,1,... (8.119)

€j
als Energiespektrum. Jeder Eigenwert ¢; ist (27 + 1)-fach entartet.
Mit k@ = h?/2I ergibt sich

F= —leni@j—i— 1) e U+ DO/T

Jj=0

(8.120)

als freie Energie des Molekiils. Die charakteristische Temperatur fiir HCI1 bei-
spielsweise betrigt § = 15 K. Bei Temperaturen, die hoher liegen, darf man
die Summe in (8.120) durch ein Integral néhern,

d@j+1)e ](3+1)9/Tz§/ dz2ze¢ ~ =3 (8.121)
5=0 0

Aus der freien Energie

F~—kT ln% (8.122)

folgt die Warmekapazitit C' = k fiir hinreichend hohe Temperatur. Wie im
Falle der Molekiilschwingungen verschwindet C = C(T") bei T' — 0.

Bei zweiatomigen Molekiilen mit identischen Kernen darf man in (8.120) nur
iiber geradzahlige Werte fiir j summieren. Am Ergebnis C = k fiir T > 0
dndert das nichts. Fiir nichtlineare mehratomige Molekiile ergibt sich C' =
3k/2 bei hinreichend hoher Temperatur, und fiir die freie Energie muss man
(8.111) schreiben.

8.9 Verdiinnte Lésungen

Wir untersuchen jetzt den Fall, dass das System, etwa eine biologische Zelle,
von seiner Umgebung durch eine semipermeable Membran abgegrenzt ist.
Die Molekiile des Losungsmittels A kénnen die halbdurchldssige Membran
frei passieren, aber die Molekiile des gelosten Stoffes B bleiben in der Zelle
eingesperrt.

Wir rechnen mit einer Mischform der freien Energie: groflkanonisch beziiglich
A, kanonisch beziiglich B. V ist das Volumen der Zelle, T' die Temperatur, p4
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das chemische Potential des Losungsmittels und Np die Anzahl der Molekiile
des gelosten Stoffes. Fiir F*(T,V, ua, Ng) gilt

dF* = —SdT — pdV — Nadpa + ppdNp , (8.123)

mit S als Entropie und p als Druck.

Ff = F*(T,V,pa,0) ist die groBkanonische freie Energie des reinen Losungs-
mittels. Bringt man ein B-Molekiil in die Zelle, so hat man es mit der freien
Energie F*(T,V,pua,1) = F§ + ¢(T,V,pa) zu tun. Bringt man viele, aber
nicht zuviele B-Molekiile in die Zelle, dann gilt

1
F*(T,KMA,NB):F(T—I—NBQS(T,VZMA)—kBTan. (8.124)
B
Der letzte Beitrag kommt daher, dass die B-Molekiile identisch sind, ihre Ver-
tauschung fiithrt nicht zu neuen Zusténden. Deswegen ist die Zustandssumme
durch Np! zu dividieren, daher der Beitrag kg7 In Ng! zur freien Energie.

Damit die freie Energie F* extensiv ist, muss kg7 In Ng! ~ NgkgTIn Ng
durch einen Term NgkgT InV kgmpensiert werden, der noch in ¢(T,V, pua)
verborgen ist. Auf Grund dieser Uberlegungen setzen wir

F*(T7‘/7/~l'AaNB) = F*(T7V7HA7O)

N
+ NBkBTln7B + N f(T, pa) + ... (8.125)

an. Die ... deuten weggelassene Wechselwirkungsbeitrige der B-Molekiile un-
tereinander an.

po ist der Druck des reinen Losungsmittels. Mit gelostem Stoff dndert sich der
Druck um

T=p—po=ngkgT +.... (8.126)

Dabei ist ng = Np/V die Dichte der gelosten Teilchen.

Man bezeichnet 7 als den osmotischen Druck. Der geloste Stoff verursacht
einen Uberdruck, als wenn er allein als ideales Gas vorhanden wiire (Gesetz
von van’t Hoff'®, 1887). Dieser Uberdruck wird von der elastischen Zellwand
abgefangen.

Ein Standardexperiment fiir Physiker behandelt den osmotischen Druck von
Saccharose in Wasser. Die semipermeable Wand besteht aus einem kolloidalen
Film aus Kupfer(II)-hexacyanoferrat, der sich in den Poren einer nichtglasier-
ten Keramikzelle niedergeschlagen hat. Es lassen sich leicht osmotische Driicke
von mehr als 25 bar erzeugen, wenn man etwa ein Mol Saccharose in einem

15 Jacobus Henricus van’t Hoff, 1852 - 1911, niederléindischer Chemiker
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Liter Wasser 16st. Bei dieser Konzentration haben die Saccharose-Molekiile
einen Abstand von etwa 10 A. Weil die Saccharose-Molekiile (Summenfor-
mel CgH1204) relativ lang sind, ist mit einer betrichtlichen Wechselwir-
kung zu rechnen. Das erklirt, warum bei der Konzentration von 1 Mol/Liter
der osmotische Druck den Wert nach dem van’t Hoffsche Gesetz bereits um
20% iibersteigt.

Ubrigens ist der Ausdruck (8.126) nur der erste Term einer entsprechenden
Virialentwicklung:

p(T,pa,np) = p(T,pa,0) + kT {np +ba(T, pa)np + ...} . (8.127)

Im Falle 14 = —oo hat man iiberhaupt kein Lésungsmittel, und (8.127) redu-
ziert sich auf die gew6hnliche Virialentwicklung fiir ein Gas aus B-Molekiilen.

Diese Entwicklung bricht bekanntlich zusammen, wenn die Dichte np =
np(T) erreicht wird, bei der Kondensation stattfindet. Auch die Entwicklung
(8.127) kann zusammenbrechen, wenn eine gewisse Dichte iip = fip (T, p14) er-
reicht wird. Dann némlich ist die Losung von B-Molekiilen im Losungsmittel
A geséttigt. Zusétzliche B-Molekiile kénnen nicht mehr gelost werden, sie
fallen aus.

Wir wollen jetzt eine andere Situation betrachten. Bei konstant gehaltener
Temperatur T und bei festem vorgegebenem Druck p soll eine gewisse Menge
des Stoffes B im Losungsmittel A gelost werden. Das chemische A-Potential
kann nicht mehr konstant bleiben, weil sich ja sonst der Druck geméifl dem
van’t-Hoffschen Gesetzes (8.126) dndern miisste.

Wir haben schon im Abschnitt {iber das Chemische Potential erwahnt, dass
fiir ein Einstoffsystem die Beziehung

FAT,V,p) = =V p(T', p) (8.128)
gilt. Daraus folgt in unserem Falle

N
6p' = =2 5pua (8.129)
v
fiir die Druckéinderung in Folge einer kleinen Anderung des chemischen Po-
tentials des Losungsmittels. Wenn nun auch noch B-Molekiile gelost werden,
steigt der Druck um

N
sp" = 7’3 kT . (8.130)

Eine Druckinderung bleibt also genau dann aus, dp’ + dp” = 0, wenn

Np

—————kgT 8.131
Na+Ng™” (131

Np
Oppg = ——=—kpT ~ —
HA Na B



336 8 Mehr Thermodynamik
gilt. Mit

Np

= = 8.132
Ny + Np ( )

IpB

bezeichnen wir den relativen Anteil des gelosten Stoffes. zp = 0 beschreibt das
reine Losungsmittel, zp = 1 den reinen Stoff. (8.131) gilt nur fiir verdiinnte
Losungen, also fiir zp < 1:

,uA(T,p,xB):/J,A(T,p,O)*l’BkBT+... . (8.133)

Diese Beziehung ist mit dem van’t Hoffschen Gesetz gleichwertig.

Mit (8.133) kann man verstehen, warum der Dampfdruck einer Losung klei-
ner ist als der Dampfdruck des reinen Losungsmittels. Dabei wird allerdings
vorausgesetzt, dass der geloste Stoff nicht fliichtig ist, sein Beitrag zum Dampf-
druck also vernachlassigt werden darf.

116

Das reine Losungsmittel ® steht mit seinem Dampf im Gleichgewicht, wenn

s (T,5,0) = p )P (T, p) (8.134)

gilt. Dabei ist p = p(T") der Dampfdruck des reinen Losungsmittels. Im Falle
xp # 0, wenn also der Stoff B gelost ist, miissen ebenfalls die chemischen
Potentiale des Losungsmittels in der fliissigen und in der gasférmigen Phase
iibereinstimmen, und das ist nur mit einem verédnderten Dampfdruck p + ép
moglich. Es muss

ph (T.p+ 0p,xp) = p™ (T.p + 0p) (8.135)
gelten. Mit

pYT p+ 6p, ) = piNT, 5,0) + v 6P — 2 kT (8.136)
und

(T, p o+ 0p) = pi(T,p) + 08 (8.137)

folgt daraus

A’UA(Sf): —xp kT . (8.138)
Avyg =0 fvi‘iq ist der Zuwachs im molekularen Volumen eines Molekiils des

Losungsmittels, wenn es von der fliissigen in die gasférmige Phase iibergeht.

Wir gehen von vgq < v, aus und behandeln den Dampf als ideales Gas.

16 Die fliissige Phase wird iiblicherweise durch den Zusatz 'liq’ fiir lat. liquidus: fliissig
gekennzeichnet.
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Dann ergibt sich
P
Lo g, (8.139)

das Gesetz von Raoult!” fiir die Dampfdruckerniedrigung. Zur Erinnerung:

xp ist der Molenbruch des gelosten Stoffes. Das Gesetz (8.139) von Raoult
gilt natiirlich nur fiir relativ kleine Zugaben an nichtfliichtigem geltsten Stoff.

Die Siedetemperatur einer Fliissigkeit ist vereinbarungsgemif diejenige Tem-
peratur, bei welcher der Dampfdruck p gerade dem Luftdruck (am Boden)
entspricht. Durch Zugabe von gelostem Stoff wird sich der Dampfdruck geméf
(8.138) dndern, und dieser Effekt fiihrt zu einer veréinderten, ndmlich erhhten
Siedetemperatur.

Eine vollkommen analoge Argumentation hat zum Ergebnis, dass der Gefrier-
punkt einer Losung niedriger ist als der Gefrierpunkt des reinen Losungsmit-
tels. Deswegen wird bei Frost oft Salz gestreut, und der Ozean friert nicht
schon bei 0°C zu.

8.10 Quantengase

Teilchen mit halbzahligem Spin nennt man Fermionen. Quarks, Neutrinos,
Elektronen, Protonen, Neutronen sind Fermionen. Ist der Eigendrehimpuls
ganzzahlig, dann spricht man von Bosonen. Der Helium-Kern “He, das Helium-
Atom, das Pion, auch das Photon sind Bosonen. Zwischen diesen beiden Arten
von Teilchen gibt es einen betréchtlichen Unterschied. Fermionen sind Ein-
zelginger in dem Sinne, dass ein bestimmter Einteilchenzustand hoéchstens
einfach besetzt werden darf. Bosonen dagegen kénnen denselben Einteilchen-
zustand beliebig oft besetzen, sie sind gesellig.

{2 sei der Vakuumzustand, die Leere.

A:g erzeugt ein Teilchen im Zustand ¢, aus dem Nichts, A, vernichtet es. Der
Erzeuger Al ist gerade der zum Vernichter A, adjungierte Operator.

Fiir Bosonen gilt
AgAy — ApA, =0 und A Al — ATA, = 64 . (8.140)

Daraus folgt, dass N, = Al A, ein Anzahloperator ist, der die Teilchen im
Zustand ¢, zéhlt. N, hat die Eigenwerte 0,1, .... Das erkennt man an

No(ADFQ2 = k(AlE. (8.141)

Fermionen benehmen sich ebenso, mit einem bedeutsamen Unterschied. Nicht
der Kommutator, sondern der Antikommutator bestimmt die Erzeugungs-
und Vernichtungseigenschaften. Fiir Fermionen ist

7 Francois Marie Raoult, 1830 - 1901, franzosischer Chemiker und Physiker
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AgAp + ApA, =0 und A A] + AJA, = 64 (8.142)

zu fordern. Plus anstelle von Minus, das ist der kleine Unterschied mit im-
mensen Konsequenzen! Insbesondere folgt (Af)? = 0. Es ist nicht moglich,
dass zwei oder mehr Teilchen denselben Einteilchenzustand ¢, besetzen.

In beiden Fillen, fiir Fermionen und Bosonen, kann man den Hamilton-
Operator als

H=> E,Ng+... (8.143)

schreiben, wobei . .. fiir die Wechselwirkung der Teilchen steht. Wir wollen fiir
die folgende Abhandlung annehmen, dass es darauf nicht ankommt. Die E,
sind die Energien der Einteilchenzustinde ¢,.

Ob man die Wechselwirkung ignorieren darf, muss von Fall zu Fall begriindet
werden. Beispielsweise darf man in guter Niaherung die Leitungselektronen
eines Metalles als freie Teilchen betrachten. Der Hauptteil der Coulomb-
Wechselwirkung ist ndmlich bereits dadurch verbraucht, dass aus den nackten
Elektronen die Quasiteilchen des Leitungsbandes geworden sind. Diese werden
dann iibrigens auch durch eine vom Festkorper abhéngige Beziechung zwischen
Energie und Impuls charakterisiert, durch die so genannte Dispersionsbezie-
hung F = hw(k).

Fiir die groBkanonische freie Energie eines Quantengases nicht-wechselwirken-
der Fermionen berechnen wir

F* = —kBTZm {1 +e (n= E“)/kBT} . (8.144)

Dabei wurde eingearbeitet, dass als Besetzungszahlen nur 0 und 1 in Frage
kommen. Fiir Bosonen erhélt man

Fr = kY Y eV Ea)/keT (8.145)
a v=0
und damit
|
F* = kTS In . 8.146
BT ) kT (8.146)

Dieses Ergebnis steht unter dem Vorbehalt, dass die geometrische Reihe kon-
vergiert: das chemische Potential p muss kleiner sein als der niedrigste Ener-
gieeigenwert.

Ist das Gebiet, in dem die Teilchen eingesperrt sind, hinreichend grof, dann
darf man die Summe iiber alle Einteilchenzusténde als proportional zum Vo-
lumen V ansetzen. Fiir Fermionen heifit das
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FX(T,V, 1) = —VkBT/dez(e) In {1 4l 6)/’“BT} , (8.147)

fiir Bosonen gilt
F*(T,V, ) = +VkBT/dez(e) n {1 _ el 6)/’“BT} . (8.148)

2 = z(e) ist die spezifische Zustandsdichte!'®: im Energieintervall [e, e+ de] gibt
es Vz(e) de verschiedene Einteilchenzusténde.

Die Ausdriicke (8.147) und (8.148) belegen iibrigens einen Befund, den wir
schon frither erwdhnt haben: die grolkanonische freie Energie eines Einstoff-
systems ist zum Volumen proportional.

Fiir die Teilchendichte n = {( N') /V erhalten wir den Ausdruck

1
n(T,p) = /dez(e) 6(5 — /T . . (8.149)

Das positive Zeichen steht fiir Fermionen, das negative fiir Bosonen.

Der Bruch ist offensichtlich die mittlere Besetzungszahl eines Einteilchenzu-
standes. Wie es sein muss, liegt dieser Wert fiir Fermionen zwischen 0 und 1,
wéhrend er fiir Bosonen beliebig gro3 werden kann.

Den Ausdruck

1
(Ba—w/ksT |

(N,) = (8.150)

fiir den Besetzungsgrad eines Zustandes mit Einteilchenenergie F, sollte man
sich merken.

Er ist fiir Fermionen (+) und Bosonen (—) verschieden. Die Besetzungswahr-
scheinlichkeit wichst mit der Temperatur T" und mit dem chemischen Poten-
tial p. Ist das chemische Potential sehr negativ, dann fillt der Unterschied
zwischen Fermi- und Bose-Statistik weg, und die Besetzungswahrscheinlich-
keit degeneriert zu

—FE./ksT

(No) e (8.151)

Man spricht auch von der Maxwell-Boltzmann-Statistik, wenn man sich auf
den Grenzfall (8.151) fiir kleine Teilchendichten beruft.

Bei Gasen unter Laborbedingungen kommt man immer mit der klassischen
Néherung (8.151) aus.

Untersucht man das thermische Verhalten der Leitungselektronen eines Metal-
les, dann muss man auf die korrekte Formel (8.150) zuriickgreifen. Festkorper

18 »spezifisch’ bedeutet hier pro Volumeneinheit
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sind immer sehr kalt, denn die typischen Energien liegen im eV-Bereich, das
entspricht etwa 10* K, und da wire das Material schon lingst geschmolzen. Die
Dichte der Leitungselektronen liegt fest, das zugehorige chemische Potential
fir T'= 0 wird auch als Fermi-Energie ep bezeichnet. Die Zusténde unterhalb
der Fermi-Energie sind besetzt, die Zusténde dariiber unbesetzt, also leer. Bei
endlicher Temperatur ist der Ubergang nicht so schroff, die Wirmekapazitiit
der Leitungselektronen wéchst linear mit der Temperatur, C' o< T. Weil die
Wirmekapazitit der Festkorperschwingungen mit 7 variiert, dominiert bei
sehr tiefen Temperaturen das T-Gesetz, natiirlich nur bei elektrischen Leitern.

Der korrekte Ausdruck fiir die Fermi-Statistik ist auch dann von Bedeutung,
wenn man sich mit dem Druck eines Plasmas aus Kernen und Elektronen
befasst (weile Zwerge) oder mit einem Neutronenstern.

Auch die Bose-Statistik zeigt interessante Phidnomene. Die Bedingung, dass
das chemische Potential niedriger sein muss als die tiefste Einteilchenenergie,
fithrt auf eine maximale Teilchendichte npyax (7). Nur wenn die Teilchendichte
n kleiner ist als dieser Wert, gelten unsere Formeln. Ubersteigt die Teilchen-
dichte diesen Maximalwert, dann kann nur noch ein gewisser Anteil von Teil-
chen geméf der Bose-Statistik untergebracht werden. Der Rest geht kollektiv
in den Grundzustand des Systems: Bosonen diirfen das. Suprafluiditdt und
Supraleitung sind nur zwei Beispiele fiir dieses Phdnomen.

Leider konnen wir hier nicht auf viele andere wunderliche Eigenschaften von
Quantengasen eingehen. Das klassische, makroskopische elektromagnetische
Feld als Bose-Kondensat sehr langwelliger Photonen: eine faszinierende Vor-
stellung!

8.11 Kontinuumsphysik

In der Thermodynamik ist meist von Gleichgewichts- oder Gibbs-Zustinden
die Rede, und dieses Gebiet der Physik miisste eigentlich Thermostatik hei-
Ben. Auch Schwankungserscheinungen wie die Brownsche Bewegung sind Ei-
genschaften des Gibbs-Zustandes. Wir wollen im Rahmen dieser vertiefenden
Studien wenigstens zwei Bereiche ansprechen, in denen sowohl von thermody-
namischen Groflen als auch von der Zeit die Rede ist.

Bekanntlich ist zwischen dufleren Parametern und Gleichgewichtsparametern
zu unterscheiden. Erstere sind Groflen, von denen der Hamilton-Operator
abhéngt, wie das Volumen eines Gases, die elektrische oder magnetische
Feldstarke, usw. Zu den Gleichgewichtsparametern zédhlen wir die Temperatur,
den Druck, die chemischen Potentiale usw.

Andert man die &uBeren Parameter sehr rasch, dann kann das System iiber-
haupt nicht ins Gleichgewicht kommen. Diesen Fall wollen wir spéter bei-
spielhaft abhandeln, indem wir die lineare Antwort des Systems auf solche
Storungen untersuchen. Hier befassen wir uns mit einer anderen Art von ther-
mischem Nicht-Gleichgewicht.
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Ein Medium kann lokal, aber nicht global im Gleichgewicht sein. So genannte
materielle Punkte, Gebiete von etwa einem Mikrometer Abmessungen, ent-
halten so viele Teilchen, dass die Formeln fiir unendlich grofie Gebiete gelten.
Weil sie trotzdem klein sind, stellt sich das thermodynamische Gleichgewicht
sehr schnell ein. Die materiellen Punkte befinden sich lokal im Gibbs-Zustand,
die entsprechenden Parameter konnen sich jedoch grofiriumig und zeitlich
andern. In diesem Sinne kann man von einem Temperaturfeld T = T'(¢, )
usw. reden.

In der Vertiefung zur Mechanik haben wir uns schon einmal mit den mecha-
nischen Eigenschaften eines Kontinuums beschéftigt. Das soll jetzt auf die
Thermodynamik ausgeweitet werden.

Wir erinnern uns:

Zu jeder addier- und transportierbaren physikalischen Grofie (Quantitit) Y
gibt es eine Dichte o(Y'), eine Stromdichte j(Y') und eine Quellstérke 7(Y).

o(Y;t,x)dV gibt an, wieviel Y-Quantitdt Y sich im Volumen dV bei x zur
Zeit t befindet.

Durch das Flichenstiick dA bei @ stromt zur Zeit ¢ pro Zeiteinheit die Y-
Quantitit j(Y;t¢,x) - dA von der Riick- zur Vorderseite.

Im Volumen dV bei & wird zur Zeit ¢t pro Zeiteinheit w(Y;t,x)dV an Y-
Quantitiat produziert.

Diese Felder, ndmlich Dichte, Stromdichte und Quellstéirke, geniigen der Bi-
lanzgleichung!®

Dabei steht V; fiir die partielle Ableitung nach der Zeit, V; fiir 9/0x;. Der
zweite Term in (8.152) ist also nichts anderes als die Divergenz der Strom-
dichte.

8.11.1 Teilchenzahlen

Wir bezeichnen mit N* die Anzahl der Teilchen der Sorte ¢ = 1,2,... im
System. Beispielsweise kann es sich um H,O, H, OH~, H, und O, handeln.
Mit

o(N*) =n" (8.153)
ist die a-Teilchendichte gemeint. Wir schreiben die a-Stromdichte als
Ji(N®) = nu (8.154)

19 Einsteinsche Summenkonvention: tritt in einem Term derselbe Index i = 1,2,3
doppelt auf, ist automatisch dariiber zu summieren.
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und definieren so die Stromungsgeschwindigkeit v{® der Teilchensorte a. Man
darf das tun, weil bei verschwindender Teilchendichte auch keine Teilchen-
stromdichte vorhanden ist.

Teilchen werden in chemischen Reaktionen erzeugt. Mit » = 1,2... numme-
rieren wir die verschiedenen Reaktionstypen. Man denke an die Dissoziation
von Wassermolekiilen in HY und OH™ oder an die Aufspaltung von Wasser
in Wasserstoff und Sauerstoff. In einer Reaktion vom Typ r werden gerade
v Teilchen der Sorte a erzeugt. Die stochiometrischen Umsatzzahlen v™*
sind ganze Zahlen, fiir festgehaltenes r ohne gemeinsamen Teiler. Ist eine
stochiometrische Umsatzzahl negativ, dann verschwindet das entsprechende
Teilchen, steht also vor dem Reaktionspfeil. Fiir unser Beispiel gilt

Reaktion H,O HT™ OH- H, O,
H,O—HT+0OH~ -1 1 1 0 0
2H20—>2H2+02 -2 0 0 2 1

Mit I'" wollen wir die Anzahl der pro Zeit- und Volumeneinheit ablaufenden
chemischen Reaktionen vom Typ r bezeichnen. Dafiir wird héufig die Benen-
nung 'Reaktionsgeschwindigkeit’ gebraucht. Da bei jeder solchen Reaktion v"*
Teilchen der Sorte a erzeugt werden, ist die Quellstéirke fiir Teilchenzahlen
durch den Ausdruck

m(N*) =y I (8.155)

gegeben. Damit kann die Bilanzgleichung fiir Teilchenzahlen in der Form

Vin® + Vin'of = > I (8.156)

r

geschrieben werden.

8.11.2 Masse und Ladung

Zu jeder Teilchenart a gehort die Teilchenladung ¢* und die Teilchenmasse
m®. Ladung und Masse sind erhalten in dem folgenden Sinn:

Z v"q* =0 und Z v m® =0. (8.157)

Bei jeder chemischen Reaktion bleibt die elektrische Ladung und die Masse
erhalten. Das bedeutet 7(Q)) = 0 fiir die elektrische Ladung und w(M) = 0
fiir die Masse.

Mit
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o(M)=o=>Y m"n® (8.158)

als Dichte der Masse M (Massendichte) und mit der durch

Gi(M) = o, (8.159)
erkldrten Stromungsgeschwindigkeit gilt

Vio+ Viov; =0. (8.160)

Das beschreibt die Massenerhaltung auf phianomenologischer Ebene.
Ebenso definieren wir die Dichte der elektrischen Ladung Q¢:

oQ) =0 =) q"n". (8.161)
Die elektrische Stromdichte ist

§i(Q%) = jf = a*nuf . (8.162)
Es gilt

Vio® +Viji =0. (8.163)

Das beschreibt die Ladungserhaltung auf phénomenologischer Ebene. (8.163)
ist mit dem ersten Teil von (8.157) gleichwertig. Interessanterweise folgt die
Kontinuitétsgleichung (8.163) auch aus den Maxwell-Gleichungen fiir das elek-
tromagnetische Feld.

8.11.3 Stréomung und Leitung

Stromende Materie nimmt ihre Eigenschaften mit. Zu jeder Quantitdt Y
gehort eine Stromdichte o(Y)v;. Dieser Stromungsanteil ist im Allgemeinen
aber nicht alles. Die besagte Quantitéit kann sich auch anderweitig ausbreiten,
durch Leitung. Die restliche Stromdichte J(Y) bezeichnen wir als Leitungs-
anteil.

Der Leitungsanteil der Massenstromdichte verschwindet definitionsgeméf.
Denken Sie iiber diesen Satz gut nach!

Der Leitungsanteil der Teilchenstromdichte

TP =Ti(N®) = n®(vf —v;) (8.164)

wird auch als Diffusionsstromdichte bezeichnet. Er gibt an, wie sich Teilchen
relativ zur Stromungsgeschwindigkeit ausbreiten.
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Auch die elektrische Stromdichte zerféllt in einen Strémungsanteil pv; und
in den Leitungsanteil

TE=J(Q) =Y a" I (8.165)

Man beachte, dass der Stromungsanteil einer Stromdichte vom Bezugssystem
abhéangt, nicht aber der Leitungsanteil.

8.11.4 Impuls

Die mechanischen Eigenschaften des Kontinuums werden durch die Bilanz-
gleichungen fiir Impuls und Drehimpuls beschrieben. Damit haben wir uns
schon an anderer Stelle befasst.

o(Px) = vy ist die Dichte der Quantitéiten Py, der drei Komponenten des
Impulses. Fiir die Impulsstromdichte schreiben wir j;(Px) = ovgv; — Tg;. Der
(negative) Leitungsanteil heifit Spannungstensor?’. Die Quellstiirke des Impul-
ses m(Py) = fr ist eine duBere Kraft pro Volumeneinheit. Wir beziehen hier
nur die Schwerkraft und die elektrostatische Kraft ein, die beide ein Potential
besitzen:

fe = —0Vid? — 0°Vio©. (8.166)

Bekanntlich ist Dy = Vi 4+ v;V; die substanzielle Zeitableitung, die ein mit-
schwimmender Beobachter wahrnimmt. Damit ldsst sich die Impulsbilanzglei-
chung besonders einleuchtend formulieren:

oDy = VT + fi . (8.167)

Wir erinnern hier an unser fritheres Ergebnis zur Drehimpulsbilanzgleichung.
Sie ist erfiillt, wenn der Spannungstensor symmetrisch ist, T;x = Tj;-

8.12 Der erste Hauptsatz als Feldgleichung

Es gibt kinetische Energie E*, potentielle EnergieEP und einen Rest U, der
treffend als innere Energie bezeichnet wird. In der kollektiven, gerichteten Be-
wegung der Molekiile steckt kinetische Energie. Bewegen sich die Molekiile in
duBeren Kraftfeldern, dann &ndert sich die potentielle Energie. Die sehr vie-
len Molekiile in einem infinitesimalen Volumenelement bewegen sich aber auch
kreuz und quer und wechselwirken miteinander, und damit ist innere Energie
verbunden. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik ist nichts anderes als
die Bilanzgleichung fiir die innere Energie U.

20 oft auch mit oy; bezeichnet
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Die Dichte der kinetischen Energie ist
k Lo o 9
o(E”) = 50V mit v° = VR . (8.168)

Mit Hilfe der Impulsbilanzgleichung (siche den Abschnitt iiber Kontinuums-
mechanik) berechnet man

1
D5 v? = vpoDyog = vV Thi + vk fr
= VivpTyi — T Vivg + vk fi - (8.169)

Wir lesen den Leitungsbeitrag zur Stromdichte und die Quellstirke der kine-
tischen Energie ab:

Ji(E®) = =0T und 7(EF) = =T Vv + vp fr - (8.170)
Die Dichte der potentiellen Energie ist offensichtlich
o(E”) = 097 + 0°¢°. (8.171)

Wir setzen voraus, dass sowohl das Gravitations- als auch das elektrische
Potential zeitlich konstant sind. Dann folgt

Vio(EP) = ¢9V0+ ¢°Vi0°
= —0IV;0v; — ¢°V;ji
= —Vi¢90v; + 0v;Vi9?
=Vi¢ G + jiVig©
= —Vi(¢%0vi + ¢°j;)
+vi(oVip g + 0°Vi¢°)
+JEV0° . (8.172)

Man kann diesem Ausdruck die Stromdichte und Quellstérke fiir potentielle
Energie entnehmen:

Ji(EP) = ¢9 ji(M) + ¢° ji(Q°) und m(EP) = —v; f; — J& . (8.173)

Zur Erinnerung: v; ist die Schwerpunktsgeschwindigkeit, f; die duflere Kraft
pro Volumeneinheit, J¢ der Leitungsbeitrag der elektrische Stromdichte und
&; die elektrische Feldstérke.

Die Dichte der inneren Energie schreiben wir als

o(U) = ou. (8.174)
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u ist also die spezifische?! innere Energie, die innere Energie pro Massenein-
heit. Fiir die Stromdichte wird

3i(U) = puv; + J (8.175)

angesetzt. Der Leitungsbeitrag J;” der inneren Energie heifitt Warmestrom-
dichte.

Nun zur Quellstarke fiir innere Energie. Man weifl, dass die Gesamtenergie
E* + EP 4+ U erhalten ist, denn die duBeren Krifte haben ein Potential, und
das Potential soll zeitlich konstant sein. Daraus folgt ndmlich die Erhaltung
der Gesamtenergie. Wegen

7(E¥ + EP + U) = n(E*) + n(EP) + n(U) = 0 (8.176)
schlieflen wir aus (8.170) und (8.173) auf
7T(U) =T Vv + Jfgi . (8177)

Der Spannungstensor muss in zwei Beitrige zerlegt werden. Der elastische
(oder reversible) Anteil T}/, transformiert sich bei Bewegungsumkehr wie
der Verschiebungsterm guyv;. Der inelastische (oder irreversible) Beitrag T}/
verhélt sich entgegengesetzt. Bewegungsumkehr: das ist die Transformation
z(t) — x(—t) fiir alle Teilchentrajektorien. Natiirlich sind beide Anteile fiir
sich symmetrische Tensoren.

Ebenso muss die elektrische Leitungsstromdichte in den elastischen Beitrag
J¢' und in einen irreversiblen Anteil J¢" zerlegt werden.

Die Bilanzgleichungen fiir kinetische und fiir potentielle Energie folgen aus
den Bilanzgleichungen fiir Masse und Impuls, sie sind deswegen auch nicht
besonders interessant. Die Bilanzgleichung fiir die innere Energie heifit auch
Erster Hauptsatz der Thermodynamik:

Viou+ Vi(ouwv; + J°) = Ty, Vo, + TV o, + JE'E + JE"E . (8.178)
Aussagekriftiger ist die folgende Fassung des Ersten Hauptsatzes:
oDyu =~V JP + T Vivg + TV vg + JE &+ JE"E; . (8.179)

Der mitschwimmende Beobachter merkt, dass sich die Dichte der inneren
Energie zeitlich &ndert. Dafiir gibt es fiinf Ursachen. Einmal wird innere Ener-
gie durch Wéarmeleitung zugefiihrt, —V,J;’. Dann wird am System Defor-
mationsarbeit geleistet: T}, V,vi. Ein dritter Beitrag T}/ V,;v;, charakterisiert
die Energiezufuhr wegen innerer Reibung. Der vierte Term J¢'E; beschreibt

2! hier und im folgenden Text steht ’spezifisch’ fiir eine auf die Masseneinheit bezo-
gene Grofle.
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die Polarisierungsarbeit in einem &ufleren elektrischen Feld. Der letzte Bei-
trag J¢"&; schlieflich betrifft die Aufheizung im #uBeren elektrischen Feld,
er wird als Joulsche Warme bezeichnet. Man beachte, dass weder durch die
Einwirkung der Schwerkraft noch durch chemische Reaktionen innere Energie
erzeugt wird.

Diese und die iibrigen Bilanzgleichungen enthalten zu viele Felder. Sie miissen
durch Materialgleichungen ergénzt werden, die das betrachtete Medium ge-
nauer kennzeichnen. Wir erinnern an dieser Stelle an einige Materialgleichun-
gen, denen wir schon an anderer Stelle begegnet sind:

e Das Fourier-Gesetzbesagt, dass bei nicht zu grolem Temperaturgradienten
die Beziehung

J¥ = AV, T (8.180)

gilt, dass die Wiarmestromdichte zum negativen Temperaturgradienten
proportional ist. Die Warmeleitfahigkeit A hidngt vom Material, von der
Temperatur und von anderen Parametern ab.

e Die Teilchenstromdichte ist zum Gradienten der Teilchendichte proportio-
nal,

J¢ = —D*V;n®. (8.181)

Die D* sind Diffusionskonstante. Wir haben im Abschnitt iiber die Brown-
sche Bewegung vorgefiihrt, wie Einstein die Diffusionskonstante berechnet
hat.

e Der reversible Anteil am Spannungstensor einer Fliissigkeit oder eines Ga-
ses (eines Fluidums) ist

Ty = —p O (8.182)

p=p(T,...) ist dabei der Druck. Inkompressible Fliissigkeiten (Wasser ist
ein gutes Beispiel) erfiillen die Bedingung V;v; = 0.

e Der reversible Anteil am Spannungstensor eines isotropen elastischen Me-
diums ist

E v
T = —— i+ ——0iS ) - 1

Li l—i-V(Sk +1—21/ k5”> (8.183)
FE ist der Elastizitdtsmodul, v die Poissonnsche Querkontraktionszahl, und
der Verzerrungstensor wird aus dem Verschiebungsfeld u gemifl Si; =
(Viu; + V,ug) berechnet. Das Verschiebungsfeld gibt an, wie weit ein
materieller Punkt durch die Belastung des Festkorpers verschoben worden
ist.
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e Der irreversible Beitrag zum Spannungstensor einer Newtonschen Fliissig-
keit ist

Ty = n (Vivi + Vivg) . (8.184)

Man nennt 1 die Zahigkeit, oder Viskositét, des Mediums.

e In einem elektrisch polarisierbaren Medium setzt man
=P (8.185)

an. Dabei ist P die (elektrische) Polarisierung des Mediums.

e Das Ohmsche Gesetz besagt
J¢ =08 (8.186)

Der irreversible Leitungsbeitrag zur elektrischen Stromdichte ist pro-
portional zur elektrischen Feldstidrke. Man bezeichnet den Proportiona-
litdtsfaktor o als Leitfahigkeit.

In allen angesprochenen Punkten kann man nun genauer werden. Nicht al-
le Medien sind isotrop. Nicht alle Strome sind linear in den antreibenden
Kriften. Nicht alle Effekte sind instantan und lokal. Es gibt Kreuzeffekte.
Temperaturgradienten konnen elektrische Strome antreiben, Potentialdiffe-
renzen verursachen einen Warmestrom, usw.

8.13 Der Zweite Hauptsatz als Feldgleichung

Wir konzentrieren uns jetzt wieder auf einen sehr kleinen Bereich des Konti-
nuums, auf einen so genannten materiellen Punkt. Der materielle Punkt soll
einerseits geniigend viele Teilchen enthalten, so dass sinnvoll vom thermo-
dynamischen Gleichgewicht geredet werden kann. Nach einer Storung stellt
sich das Gleichgewicht verzogert ein, und zwar umso langsamer, je grofer das
System ist. Der materielle Punkt soll also wiederum so klein sein, dass seine
Relaxationszeit (die Zeit, in der das Ungleichgewicht abgebaut wird) auf der
makroskopischen Zeitskala vernachlissigt werden darf.

Der gedanklich herausgegriffene Bereich befindet sich dann jederzeit im ther-
modynamischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung. Der Gleichgewichtszu-
stand, und damit die den Gleichgewichtszustand charakterisierenden Para-
meter, werden sich allerdings sténdig &ndern, weil auch die Umgebung des
betrachteten materiellen Punktes sich sténdig verédndert. Obgleich jeder ma-
terielle Punkt mit sich und mit seiner unmittelbaren Umgebung im Gleichge-
wicht ist, gibt es im allgemeinen kein Gleichgewicht zwischen weit entfernten
Punkten.
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Zwar durchlduft jeder materielle Punkt fiir sich eine Folge von Gleichgewichts-
zustinden. Die Zeitentwicklung eines jeden materiellen Punktes ist ein re-
versibler Prozess. Die Gleichgewichtszustdnde unterscheiden sich aber sowohl
ortlich als auch zeitlich. Das Kontinuum als Ganzes befindet sich daher im
allgemeinen nicht im Gleichgewicht. Die Zeitentwicklung des gesamten Kon-
tinuums ist i.a. ein irreversibler Prozess.

Der herausgegriffene materielle Punkt befinde sich zur Zeit ¢ an der Stelle x.
Seine Masse sei M = o(t, ) V (¢, ). Damit deuten wir an, dass der materielle
Punkt im Laufe der Zeit sowohl seine Dichte als auch sein Volumen &dndern
kann, dass aber die Masse immer dieselbe bleiben soll. Der materielle Punkt
kann seine innere Energie, seine Entropie und seine chemische Zusammenset-
zung éndern, und diese Anderungen verlaufen reversibel. Wihrend der Zeit dt
dndern sich die innere Energie um dU und die Entropie um dS. Dabei leistet
die Umgebung die Arbeit dA, die Teilchenzahlen &ndern sich um dN®. Das
Gleichgewicht mit der Umgebung beziiglich Energieaustausch wird durch die
Temperatur T beschrieben, das Gleichgewicht beziiglich Teilchenaustausch
durch die chemischen Potentiale yu®. Bei einer reversiblen Zustandsédnderung
gilt

dU =TdS +dA+ ) p"dN*". (8.187)
a

Mit s als spezifischer Entropie konnen wir
dS=MdtDy;s=VdtoD;s (8.188)

schreiben. Der mitschwimmende Beobachter misst die Anderungsrate der
Entropie pro Masseneinheit. Das Ergebnis wird mit der Zeitspanne dt und mit
der Masse M des materiellen Punktes multipliziert und ergibt die Anderung
seiner Entropie.

Die Anderung dU = M dt D; u der inneren Energie haben wir schon friiher
ausgerechnet:

dU =V dt (=V,;JJ* + TV, + TN o, + JE &+ JEE) . (8.189)

Zur Erinnerung: J ist die Wérmestromdichte, T}/, der reversible und T}
der irreversible Anteil am Spannungstensor. J¢’ bedeutet die reversible La-
dungsverschiebung pro Zeit- und Fliicheneinheit, J¢ " steht fiir die irreversible
elektrische Leitungsstromdichte.

Die reversiblen Beitriige zur Anderung der inneren Energie gelten als Arbeit:
dA =V dt (T}, Vivp + JE'E) . (8.190)

Die Anderung der chemischen Zusammensetzung des materiellen Punktes wird
durch den Ausdruck
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a

AN® = M dt Dt% =Vt (~ViJE+ Y T (8.191)

beschrieben. Zur Erinnerung: J? ist die Diffusionsstromdichte fiir die Teil-
chensorte a, und I'" steht fiir die Anzahl der chemischen Reaktionen pro Zeit-
und Volumeneinheit. Bei jeder solchen Reaktion werden gerade v"® Teilchen
der Sorte a erzeugt.

Jetzt kombinieren wir (8.187) mit (8.188) bis (8.191) und erhalten

ToDys = —V;J}" + T Vivg + Jf &
+> ptVJE 4+ TTAT (8.192)

Wir haben mit
AT ==y (8.193)

soeben die chemische Affinitét fiir eine Reaktion vom Typ r eingefiihrt.
(8.192) lasst sich in die Bilanzgleichung V:0(S) 4+ V;4:(S) = «(S) fiir die
Entropie umformen. Es gilt einmal

1 a
Ji(S) = esvi+ = S =Y % Ja (8.194)

fiir die Entropiestromdichte. Wie man sieht, stromt Entropie zusammen mit
der Materie, aber auch dann, wenn Wérme geleitet wird oder wenn Teilchen
diffundieren.

Von besonderem Interesse ist aber die Entropiequellstéarke:

1
(S) = Ji' Vi (8.195)
—
_ ay K 1
za:Jl Vi (8.196)
1 1
1
+ 7 JE V¢ (8.198)
1 T i
+ 7 XT:F AT, (8.199)

Der Zweite Hauptsatz der Thermodynamik behauptet
m(S) > 0. (8.200)
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Entropie wird stdndig erzeugt. Sie kann in einem System nur dann gleichblei-
ben oder sogar abnehmen, wenn die Erzeugungsrate durch einen entsprechen-
den Abflussstrom kompensiert oder iibertroffen wird.

Unsere Formulierung des zweiten Hauptsatzes ist allerdings erheblich genauer
als (8.200), wir koénnen auch die Ursachen fiir irreversible, mit Entropiepro-
duktion verbundene Vorgénge aufzeigen.

Der Term in (8.195) beschreibt den Temperaturausgleich durch Wirmeleitung.
Wenn irgendwo die Temperatur einen Gradienten besitzt und dort auch inne-
re Energie fliefit, wird Entropie erzeugt. Dieser irreversible Prozess hort auf,
wenn die Temperatur ausgeglichen ist oder wenn auf Grund von sehr guter
thermischer Isolation ein Wérmestrom nicht flieBen kann.

Falls sich das mit der inversen Temperatur bewertete chemische Potential
fiir eine Teilchensorte 6rtlich dndert, kommt es zur Diffusion. Das ist immer
dann der Fall, wenn es einen Konzentrationsgradienten gibt. Die Diffusion
hort auf, sobald sowohl die Temperatur als auch die chemischen Potentiale
ortlich konstant geworden sind oder die Teilchen mit Wéanden an der Diffusion
gehindert werden. Das besagt der Beitrag (8.196) zur Entropiequellstéirke.

Der néchste Term stellt die Entropiequellstéirke bei innerer Reibung dar. Das
Stromungsfeld besitzt einen Gradienten V;v,. Benachbarte materielle Punkte
stromen also mit verschiedener Geschwindigkeit, reiben sich. Deswegen wird
irreversibel Impuls transportiert, und zwar so lange, bis die Geschwindigkeits-
unterschiede verschwunden sind.

Wenn irgendwo eine elektrische Feldstérke und bewegliche Ladungstréger vor-
handen sind, kommt es zu einem elektrischen Strom, der das elektrische Feld
abzubauen versucht. Damit ist die Erzeugung von Entropie verbunden, wie
das der vierte Term (8.198) beschreibt. Diese Entropieerzeugung verschwin-
det, wenn das elektrische Potential {iberall gleich ist, oder wenn die leitenden
Gebiete voneinander elektrisch isoliert werden.

Ist die Affinitét A" fiir eine chemische Reaktion von Null verschieden, dann
finden so lange Reaktionen statt, bis die Affinitdt abgebaut worden ist. Da-
mit ist stets eine Entropieproduktion verbunden, so der fiinfte Term (8.199).
Wenn Druck oder Temperatur zu niedrig sind oder wenn ein Katalysator fehlt,
konnen die Reaktionsgeschwindigkeiten I'™ verschwinden, so dass ein chemi-
sches Ungleichgewicht bestehen bleibt.

8.14 Theorie der linearen Antwort

...auf Storungen des thermodynamischen Gleichgewichtes — so miisste die-
ser Abschnitt genauer heifien. Der Hamilton-Operator H; = H + V(¢) hat
einen explizit zeitabhidngigen Zusatz, und daher kann es ein Gleichgewicht
im {iblichen Sinne gar nicht geben. Wir behandeln hier dieses Problem nicht
in voller Allgemeinheit. Vielmehr erértern wir den wichtigen Spezialfall, dass
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die Zeitabhéngigkeit durch einen zeitabhéngigen dufleren Parameter \ einge-
schleppt wird, V() = —A(t)A. Man beachte: der Hamilton-Operator H des
ungestoérten Systems sowie 42?2 sind Observable.

Der Dichteoperator W, der den Zustand des Systems beschreibt, ist nun ex-
plizit von der Zeit abhéngig.

Wir nehmen an, dass die Stérung irgendwann eingeschaltet worden ist, dass
also

A(t) = 0 bei t = —c0 (8.201)
gilt. Vorher soll sich das System in einem Gibbs-Zustand befunden haben,

(F — H)/kpT

W—G=e bei t — —0c0. (8.202)

Der gemischte Zustand W; gehorcht der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung

d 1
@Wt = ﬁ [Wt7 Ht] 5 (8203)

mit dem Hamilton-Operator
H,=H—-\t)A. (8.204)

Dabei ist die Zeitentwicklung auf die Zusténde abgewélzt, die Observablen
héngen, wenn iiberhaupt, dann nur explizit von der Zeit ab, wie H;. Man
kann die Zeitentwicklung—Warten zwischen Préparieren eines Zustandes und
Messen—auch auf die Observablen verschieben, vom Schrodinger-Bild zum
Heisenberg-Bild wechseln.

Es gibt eine dritte Moglichkeit, von der gern im Zusammenhang mit Stérungen
Gebrauch gemacht wird: das Wechselwirkungs-Bild. In der Hauptsache denkt
man im Heisenberg-Bild, nur die Stérung verursacht eine zeitliche Anderung
des Zustandes.

Wir fithren den Zeitverschiebungsoperator

U, = e nilt (8.205)
ein. Er beschreibt die Zeitentwicklung des Systems ohne Stérung. Damit zeit-
verschobene Operatoren werden als A(t) = U_;AU; abgekiirzt. Fiir W, gilt

daher

d i d
o Wi(t) = U_¢ (h [H, W] + dtWt) Ut
= (1) + [A(), W(0)]. (8.206)

22 eine verallgemeinerte Kraft im Sinne des Abschnittes iiber den Ersten Hauptsatz
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In der Tat wird nun die Zeitentwicklung des Zustandes durch die Stérung be-
stimmt. Das war der erste Schritt, die Formulierung des Problems im Wech-
selwirkungsbild. Im néchsten Schritt fassen wir die Differentialgleichung und
die Anfangsbedingung zu einer Integralgleichung zusammen. Weil G mit H
und deswegen auch mit U; vertauscht, kann die Anfangsbedingung (8.202)
auch als

Wi(t) - G wenn t — —o0 (8.207)

geschrieben werden. Damit integrieren wir (8.206) von —oo bis ¢:

Wt(t)zG—l—/t dt’ \(t') %[A(t’),Wt/(t’)]. (8.208)

— 00

Der dritte Schritt besteht darin, den Ausdruck fiir die rechte Seite in eben
diese rechte Seite einzusetzen,

t . t’
Wi(t) = G+ / dt'\(t") % [A(t"), G + / dt"At")..]. (8.209)
Damit ergibt sich automatische eine Stérungsreihe. Die in der Stérung lineare
Antwort ist

t

Wi (t) =G +/ dt’ \(t")

— 00

1

5 A, Gl (8.210)

Jetzt muss man nur noch die Zeitverschiebung riickgingig machen, so dass
(8.210) zu

i

W, = G+/OOO dr A(t =) 3 [A(=7),C] (8.211)

wird. Wir haben das Alter 7 = ¢ — t’ einer Stérung als neue Integrationsva-
riable eingefiihrt.

Mit diesem Ausdruck kénnen wir den Erwartungswert einer beliebigen Obser-
vablen M ausrechen. Dabei machen wir davon Gebrauch, dass unter der Spur
zyklisch vertauscht werden darf und dass der Gibbs-Zustand G stationér ist.
Hier das Ergebnis:

(M>t<M>+/OOOdTF(T)>\(tT) (8.212)
mit

I'(ry={( - [M(r),A4]) . (8.213)
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Man beachte, dass sich die Erwartungswerte ( ... ) ohne Suffix ¢ auf den
Gibbs-Zustand G des ungestorten Systems beziehen.

Das Ergebnis ist aus mehreren Griinden bemerkenswert. Einmal, weil auf ganz
natiirliche Weise kausale Greensche Funktionen (Einflussfunktionen) ins Spiel
kommen. Man kann so etwas natiirlich postulieren, aber wir wissen jetzt, wie
die Greensche Funktion im Prinzip auszurechnen ist. In der Tat héngt die
Einflussfunktion I" von allem ab, worauf es ankommt:

e Mit welchem Operator (hier A) wird gestort?
o Auf welche Observable (hier M) wirkt sich die Stérung aus?

e  Welche Zeitspanne 7 liegt zwischen der Einwirkung und der Auswirkung
der Storung?

o  Welcher Gleichgewichtszustand G wird gestort?

Wir wollen diese allgemeinen Ergebnisse nun auf die Wechselwirkung von
Licht mit Materie anwenden. Die Polarisierung?® der Materie an der Stelle x
ist

P(x) =) quxd*(za — ). (8.214)

a nummeriert die Teilchen, die bei x, sitzen und die elektrische Ladung g,
tragen. Zum Hamilton-Operator H der Materie tritt die Wechselwirkung mit
dem zeitliche veréinderlichen elektrischen Feld E = E(¢, ), und zwar

H, = H — /d3y E(t,y)  P(y). (8.215)

Von besonderem Interesse ist die Auswirkung der Stérung auf die Polarisie-
rung?* selber:

L))t = OOT 3 kT, (t—1,x—§). .
(P(z)) Z/ d /dgm &) Bt &) (8.216)

Die Einflussfunktionen sind geméf} (8.213) durch
1
Lin(r,€) = ( £ [P5(7. €), P (0,0)]) (8.217)

gegeben. Dabei haben wir ein homogenes Medium angenommen und

(P ), B0.y)]) = (1 |

gesetzt.

Pj(va_y)ka(Ovo)]> (8218)

23 ein Feld von Observablen

24 Der Erwartungswert der Polarisierung im ungestdrten Zustand verschwindet im
Allgemeinen.
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Sowohl das elektrische Feld E(t,z) als auch die induzierte Polarisierung
P(t,x) = (P(x) )+ werden gemif

ft, ) / /dgk e T IR T F k) (8.219)

in Fourier-Komponenten zerlegt. Wir erhalten

Pi(w,k) =c0 Y xju(w, k) Ep(w, k). (8.220)
k

Eine ebene elektrische Welle erzeugt ein ebenes Polarisationsfeld mit gleicher
Kreisfrequenz und mit gleichem Wellenvektor. Der Proportionalitéatsfaktor,
nachdem man ¢y abgespalten hat, ist der Tensor x ;i der dielektrischen Sus-
zeptibilitét:

Xir(w, k) / dT/d3 wr k& (e, (8.221)

Die Suszeptibilitit im engeren Sinne®® ist der Wert bei k = 0, also

e / dr [ % T ure). (8.222)

Die optische Aktivitdt wird allerdings durch einen im Wellenvektor linearen
Zusatz beschrieben, siehe die Gleichung (6.152).

(8.221) ist Ausgangspunkt fiir alle weitergehenden Untersuchungen zum di-
elektrischen Verhalten der Materie. Man kann daraus die Kramers-Kronig-
Beziehungen zwischen refraktivem und absorptivem Anteil herleiten. Das Ver-
halten unter Bewegungsumkehr fiihrt auf die Onsager-Bezichungen: y i (w) =
Xkj(w), wenn man mit den Indizes auch die Richtung eines dufleren Magnet-
feldes vertauscht. Auch kann man den Einfluss duBerer Parameter?® auf die
dielektrische Suszeptibilitit studieren: Pockels-Effekt?”, Faraday-Effekt, Kerr-
Effekt?®, Cotton-Mouton-Effekt, usw. Dabei handelt es sich jeweils um den
Einfluss eines quasistatischen elektrischen oder magnetischen Feldes in erster
und zweiter Ordnung auf die dielektrische Suszeptibilitét.

Mit dem Dissipations-Schwankungs-Theorem, das im folgenden Abschnitt her-
geleitet wird, lasst sich zeigen, dass der absorptive Anteil

Xjk(w) %xz«j (W) (8.223)

X]k( )

25 Wechselwirkungen im Festkorper breiten sich wesentlich langsamer aus als Licht

26 der ungestorte Hamilton-Operator H hingt davon ab, daher auch der Erwar-
tungswert (8.217) im ungestérten Gibbs-Zustand G

27 Friedrich Carl Alwin Pockels, 1865 - 1913, deutscher Physiker

28 John Kerr, 1824 - 1907, britischer Physiker
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je nach dem Vorzeichen von w positiv oder negativ definit ist. Das wiederum
zieht nach sich, dass die vom elektrischen Feld am System insgesamt geleistete
Arbeit

A= —/dt/d3y(E(t,y)-P(y))t (8.224)

niemals negativ sein kann. Wie raffiniert man die Stérung E(t,x) auch
austiiftelt: niemals kann man einem System einheitlicher Temperatur Arbeit
abzapfen. Es gibt kein perpetuum mobile, eine Maschine, die sich immerfort
bewegt, weil sie Warme in Arbeit umwandelt.

8.15 Dissipations-Schwankungs-Theorem

Wir betrachten ein System mit dem Hamilton-Operator H. Der Gleichge-

wichtszustand zur Temperatur ist G 676 H, mit 8 = 1/kgT. Fiir den
Erwartungswert einer Observablen M im Gibbs-Zustand schreiben wir wie
iiblich (M) = trGM.

Wenn das Gleichgewicht durch einen zeitabhéingigen Beitrag gestort wird,
H,=H - \tA, (8.225)

dann ist die lineare Antwort darauf
<M>t<M)+/OoodTF(MA;T)>\(tT). (8.226)

Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen der Antwortfunktion I" und

der Korrelationsfunktionen K. Diesen Zusammenhang wollen wir in diesem
Abschnitt aufdecken.

8.15.1 Wiener-Chintschin-Theorem

A sei irgendeine Observable des Systems. Wir nennen

A(t) = U_ AU, mit U, = ¢ 51T (8.227)
einen Prozess??. Man beachte®?, dass der Erwartungswert
<A(t) > = tr GU,tAUt = tr UtGU,tA = trGA (8228)

2% Wir denken im Heisenberg-Bild: die Observablen hingen von der Zeit ab.
30 unter der Spur darf zyklisch vertauscht werden
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von der Zeit nicht abhéngt, weil der Gibbs-Zustand stationér ist.

Es gibt aber Schwankungen (Fluktuationen). Wir beschreiben sie durch Zeit-
Korrelationsfunktionen

(A(t+7)B(t) + B(t)A(t+ 1))

K(AB;T) = 5

—(AY(B). (8.229)

Wir haben das symmetrisierte Produkt genommen, damit die Zeit-Korre-
lationsfunktion fiir Observable reell ausfillt. Das Argument ¢ fehlt auf der
linken Seite, weil der Gibbs-Zustand stationér ist. K(AB;0) ist die Kor-
relationsfunktion im engeren Sinne, K(AA;T) bezeichnet man als Auto-
Korrelationsfunktion: was hat die Observable A jetzt mit der Observablen
eine Zeitspanne 7 spéter zu tun?

Wir setzen jetzt die Fourier-transformierten Prozesse ein3!:

At +7) = (A) + / ;L;’ e TWEET) ) (8.230)
und

B(t) = (B) +/d2iﬂ/e_i”/tBT(w’). (8.231)

(W' —w)

Der Faktor e" t darf nicht zu einer Abhéngigkeit von ¢ fithren, und

deswegen miissen wir

(Aw)Bi(w") + Bl (w)AWw))
2

=276(w — w')S(AB;w) (8.232)

schreiben. Die Fourier-Komponenten der Fluktuationen zu verschiedenen Fre-
quenzen sind unkorreliert, weil der Gibbs-Zustand stationér ist. Es gibt dann
keine Schwebungen. Die Funktionen S(AB;w) bezeichnet man als Spektral-
dichten. Mit (8.232) erhalten wir

dw

K(AB;7) = e T S(AB;w) . (8.233)

S(AA;w), die Spektraldichte zu einer Auto-Korrelationsfunktion K(AA;7),
ist niemals negativ. Das liest man dem Ausdruck (8.232) ab. Der Befund

dw —jwr
— e

K(AA;T) = S(AA;w) mit S(AA;w) >0 (8.234)

ist als Wiener-Chintschin-Theorem bekannt.

31 Abspalten des konstanten Erwartungswertes erspart uns eine d-Funktion in der
Fourier-Transformierten
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8.15.2 Kubo-Martin-Schwinger-Formel

Fiir komplexes z € Z definiert man

(8.235)

Wir niitzen nun aus, dass sowohl der Gibbs-Zustand als auch der Zeit-
Verschiebungsoperator Exponentialfunktionen des Hamilton-Operators sind.
Etwas blumig gesprochen: Zeit ist eine imaginére inverse Temperatur, die in-
verse Temperatur benimmt sich wie eine imaginére Zeit. Das bedeutet konkret

A(z)e_ﬂH = e_ﬂH eﬁHA(z) e_ﬁH , (8.236)
also

A(2)G = GA(z —ihpB). (8.237)
Wir multiplizieren von rechts mit B und bilden die Spur:

(BA(z)) = (A(z —ihB)B) . (8.238)

Das ist die berithmte KMS-Formel, nach Kubo,?? Martin und Schwinger.33

Wir haben immer iiber Systeme mit endlich vielen Teilchen geredet und an-
schlieflend, bei den Formeln, den Limes betrachtet, dass die Teilchenzahl zu-
sammen mit dem Volumen usw. gegen unendlich geht. Man kann aber auch
direkt unendliche Systeme untersuchen. Der Hamilton-Operator und der ent-
sprechende Gibbs-Zustand als Dichteoperator sind nun nicht mehr gut defi-
niert. Zur Kennzeichnung eines Gleichgewichtszustandes mit § = 1/kgT wird
dann die KMS-Bedingung (8.238) herangezogen.

8.15.3 Antwort- und Korrelationsfunktion

Den Ausdruck fiir die Antwortfunktion
[(AB;7) = %(A(T)B — BA(7)) (8.239)

haben wir im voranstehenden Abschnitt hergeleitet.

Der Ausdruck fiir die Korrelationsfunktion
1
K(AB;T) = §<A(T)B+BA(T)> —(A)Y(B) (8.240)

32 Ryogo Kubo, 1920 - 1995, japanischer Physiker
33 Julian Schwinger, 1918 - 1994, US-amerikanischer Physiker
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sieht sehr dhnlich aus. Einmal ist der Kommutator, einmal der Antikommu-
tator gemeint. Wir behandeln daher das Produkt

¢(1) = (A(T)B) —(A)(B) . (8.241)

Die Fourier-Transformierte ist

d(w) = /dT e (7). (8.242)
Wir betrachten die Funktion
f(z) = ;L: e T 300 (8.243)

Von dieser Funktion ldsst sich zeigen, dass sie in einem geniigend breiten
Streifen um die reelle Achse analytisch ist. Auf der reellen Achse selber gilt
f(r) = ¢(7). Damit ist z — f(z) die analytische Fortsetzung der Funktion

T — (7).
Mit (8.235) konnen wir

9(2) = (A(2)B) — (A)(B) (8.244)
nachweisen. Diese Funktion ist ebenfalls in einem geniigend breiten Streifen

um die reelle Achse analytisch. Auf der reellen Achse selber gilt g(7) = f(7),
und deswegen stimmen g und f iiberall tiberein, auch im Komplexen.

Mit der KMS-Formel gilt also
(BA(T)) —(AY{(B) = f(r —ihp). (8.245)
Andererseits hat man

(A(m)B) = (A)(B) = f(7). (8.246)
8.15.4 Das Callen-Welton-Theorem
Nach diesen Vorbereitungen diirfen wir

P(ABsT) = ${/(r) = (7 — ihB)} (3.247)
schreiben. Fiir die Korrelationsfunktion findet man

K(AB;T) = %{f(T)-Ff(T—’Lhﬁ)} . (8.248)

Wir setzen die Darstellung (8.243) ein:
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I(AB;7) = % ;L‘: e T G(w) {1 - e_ﬁhw} : (8.249)
K(AB;7) = % ;L‘; e 7T 3(w) {1 + e_mw} . (8.250)

Diesen Ausdriicken kann man die Fourier-Transformierten entnehmen und
dann die unbekannte Funktion ¢(w) eliminieren. Das ergibt

I'(AB;w) = %S(AB;w) tanh % . (8.251)

Allerdings sind wir nicht so sehr an der Fourier-Transformierten I" der Ein-
flussfunktion interessiert, sondern an der (verallgemeinerten) Suszeptibilitét,

X(AB;w) = / dr ™7 I'(AB;7), (8.252)
0

also an der Fourier-Transformierten von (7)I"(AB; 7). Dafiir gilt bekanntlich
(Gleichung (6.114) im Abschnitt tiber die Kramers-Kronig-Beziehung)

X(AB;w) — x(BA;w)* = I'(AB;w). (8.253)

Also haben wir

X(AB;w) ;iX(BA;w)* _ % tanh(Fhw) S(AB: ) (8.254)

nachgewiesen.

(8.254) ist das berithmte Dissipations-Fluktuations-Theorem von Callen®* und
Welton in voller Allgemeinheit. Auf der linken Seite steht der Imaginérteil
(antihermitesche Anteil) der Suszeptibilitéit, er beschreibt die Dimpfung von
Anregungen, oder die Dissipation. Auf der rechten Seite tritt die Spektral-
dichte der Fluktuationen auf. Dass Dissipation und Fluktuation miteinander
verwandt sind, ist eine sehr tiefe Einsicht in die Natur des thermodynami-
schen Gleichgewichtes, sie hat mannigfaltige Konsequenzen. Die Einsteinsche
Beziehung zwischen der Diffusionskonstanten und der Reibungskonstanten ei-
nes Brownschen Teilchens lésst sich so verstehen, auch die Nyquist-Formel fiir
das Widerstandsrauschen. Wir gehen hier lediglich auf eine Konsequenz ein.

8.15.5 Dissipation

Wir wollen ausrechnen, welche Arbeit am System zu leisten ist, wenn dieses
gemif (8.225) gestort wird. Man berechnet

34 Herbert B. Callen, 1919 - 1993, US-amerikanischer Physiker
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—/d)\(t)(/l)t :/dt}\(t) /OOO dr D(P)A(t— 7). (8.255)

Dabei haben wir schon eingearbeitet, dass A(¢) fiir ¢ — oo verschwindet
und demzufolge der Erwartungswert { A) nicht beitragt. Wir haben I'(AA; 7)
mit I'(7) abgekiirzt. Wir werden ebenso x(w) fir x(A4;w) schreiben, fiir die
Suszeptibilitéit.

Wir setzen in (8.255) die jeweiligen Fourier-Darstellungen ein und erhalten

/— iw Mw)x (@) A* (W) . (8.256)

Dieser Ausdruck ist reell, stimmt also mit dem komplex-konjugierten iiberein.
Indem man den komplex-konjugierten Ausdruck addiert und durch zwei teilt,
entsteht

/ D () X=Xy (8.257)

Jetzt ziehen wir das Dissipations-Schwankungs-Theorem (8.254) heran, mit
S(w) fir S(AA;w) als Spektraldichte des Prozesses t — A(t). Damit ergibt
sich der Ausdruck

A= % 2— w tanh(Bhw) A (w)]* S(w) . (8.258)
Die am System geleistete Arbeit ist immer positivl Damit haben wir den
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik bewiesen, wenn auch nur in linearer
Niherung fiir die Auswirkung einer Stérung durch zeitverdnderliche duflere
Parameter.

Unser Ergebnis ist einfach auf den Fall zu verallgemeinern, dass mehr als ein
dulerer Parameter von der Zeit abhéngt. Wenn die Stérung durch

=H - Me(t)Ay (8.259)
k

verursacht wird, dann gilt fiir die am System geleistete Arbeit

% 7 w tanh(Bhw) D X (@) Sj(@) Ak (w) - (8.260)
Jk

Die Matrix der Spektraldichten S (w) = S(A;Ag;w) ist positiv definit, nach
dem Wiener-Chintschin-Theorem. Die am System geleistete Arbeit kann daher
nie negativ sein.

Es ist nicht méglich, durch Andern der #ufleren Parameter so auf das System
im thermischen Gleichgewicht einzuwirken, dass Arbeit gewonnen wird. Ohne
Temperaturgefille kann man Warme nicht in Arbeit umwandeln.
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Ubrigens, der Ausdruck fiir die Wechselwirkung von Licht mit Materie in
Dipol-Naherung, ndmlich

H, = H — /d3y E(t,y) P(y), (8.261)

ist vom Typ (8.259), wenn man groBziigig das Integral und die Summe des
Skalarprodukts als 'Summe’ auffasst. Davon war im voranstehenden Abschnitt
die Rede.
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Symmetriegruppe
diskrete, 269
Synchrotonstrahlung, 237
System, 5, 133, 138
abgeschlossen, 6
autonomes, 180, 266
Dynamik, 180
Gesamt-, 172
Grenze, 135
Inertial-, 4, 23, 26, 32, 34, 46, 49, 134,
217, 225, 229, 236
Labor-, 23, 292
makroskopisches, 132
mechanisches, 187
offenes, 148
Schwerpunkts-, 22, 109, 292, 293
Teil-, 141, 146

Takt, 35
Tangentenvektor, 218
Target, 23, 91, 290
Tauon, 128
Taylor, 100
Taylor-Entwicklung, 266
Teilchen, 90, 153
Austausch, 325
Brownsches, 168
Dichte, 161
identische, 122, 155
kriaftefreies, 217
Strom, 290
Zidhler, 121
Telefon
schnurloses, 234
Temperatur, 133
absolute, 140, 150, 187
kritische, 162
lokale, 144
tiefe, 257
topologische, 149
Temperaturfeld, 341
Temperaturleitfahigkeit, 174
Tensor, 46
metrischer, 216
Theorem
Dissipations-Schwankungs-, 355, 360
Minimax-, 272

Noether, 181
Poynting, 67
Reziprozitéts-, 248
Wiener-Chintschin, 169, 357, 361
Thermodynamik, 167
phédnomenologische, 149, 157
statistische, 125, 133, 149, 201
Thermometer, 141
Thermostatik, 340
Thomson (Lord Kelvin), 307
Titan-Film, 254
Torsion
Winkel, 212
Tragheitsmoment, 32, 330
Trajektorie, 4, 40, 179, 218
Transformation, 42, 46, 49, 217, 346
Galilei-, 23, 34
kanonische, 184, 188
Koordinaten-, 4, 185
Legendre-, 153, 182
Symmetrie-, 181
Translation, 101, 113, 191, 217, 268, 304
Invarianz, 154
transparent, 242
Transposition, 188
transversal elektrisch, TE, 250
transversal magnetisch, TM, 251
Traubenzucker
natiirlicher, 248
synthetischer, 249
Tripelpunkt, 142
des Wassers, 150
Troposphére, 161
Turbulenz, 205, 206

Ubergangsmatrixelement, 286
Uberlagerung, 193
Uberlagerungsprinzip, 49, 90
Ubertrag
Impuls-, 294
Wellenvektor-, 293, 296
Uhr, 35
Umgebung, 7, 133, 138
Umlaufzeit, 30
Umverteilung, 202
Unscharfebeziehung, 100
Ursache, 21

Vakuum, 34, 50, 112, 337



Wellenwiderstand, 75, 86
Valenzelektron, 105
van der Waals, 161

Kraft, 281
van’t Hoff, 334
van’t Hoff-Gesetz, 334
Variable

natiirliche, 143
Varianz, 168
Variation, 139
Variationsprinzip

fiir die freie Energie, 302

Rayleigh-Ritz, 273
Vektor, 46

axialer, 284

polarer, 284
Vektorboson, 127
Vektorpotential, 61, 231

Dipolentwicklung, 63
Vektorprodukt, 48
Verbrennungsmotor, 148
Verfahrenstechnik, 308
Vergangenheit, 231
Verriickung

virtuelle, 12
Verschiebung, 100

dielektrische, 59

Links-, 106

Orts-, 217

Rechts-, 106

Zeit-, 217
Verschiebungsfeld, 209, 212, 347
Versetzung, 108
Vertauschungsregel, 106, 194

Drehimpuls-, 114

kanonische, 100, 110
Verzerrungstensor, 209, 212
Vierer

Divergenz, 225

Geschwindigkeit, 219

Impuls, 218

Koordinaten, 229

Potential, 224

Tupel, 216

Vektor, 216

Wellenvektor, 229
Virialentwicklung, 161, 306
Virialkoeffizient, 161

zweiter, 309
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Viskositat, 171, 204, 348
Volumen, 135
kritisches, 162
Phasenraum-, 185
von Laue, 88

Waals, van der
Isotherme, 162
Modell, 161
Zustandsgleichung, 161
Wirme, 135, 149
Kapazitit, 150, 167, 316
Kapazitit,isobare, 151
Kapazitét,isochore, 157
Kapazitét,spezifische, 173
Kraftmaschine, 147
Leitfdhigkeit, 173, 347
Leitung, 158
Leitungsgleichung, 142, 174
Menge, 135
Reservoir, 147
Stromdichte, 172
Wahrscheinlichkeit, 91, 133
Amplituden, 92
Wahrscheinlichkeitsmaf, 185
Wahrscheinlichkeitsrate, 285
Wahrscheinlichkeitsverteilung, 185
gemeinsame, 122
Wasser, 56, 142
kritischer Punkt, 164
Wasserdampf, 142, 329
Wasserstoff, 124
Wasserstoff-Atom, 274
Entartung, 121
Wasserstoff-Ion
negatives, 278
Wasserstoff-Molekiil, 279
Wasserstoffwirtschaft, 310
Wechselwirkung, 146
elektromagnetische, 49, 128
schwache, 128
starke, 128
System und Umgebung, 138
Wechselwirkungsbild, 352
Weg, 53
geschlossener, 53
Integral, 53
Weinberg, 128
Weiss, 321
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Welle

auslaufende, 79

ebene, 95, 194, 228

einfallende, 78

elastische, 213

gedampfte, 85

Kugel-, 234, 292

reflektierte, 82

Schall-, 213

transmittierte, 82
Wellen

im elastischen Medium, 211
Wellenfunktion, 94

antisymmetrische, 123

normierte, 96

radiale, 118

symmetrische, 122
Wellengleichung, 74, 213
Wellenlénge, 89

thermische, 156, 328
Wellenleiter

dielektrischer, 251

planarer, 251

Profil-, 252

Schicht-, 251
Wellenpaket, 106
Wellenvektor, 194

Ubertrag, 89

Vierer-, 229
Wellenwiderstand, 285
Wellenzahl, 74, 89, 106
Werkstoff, 211
Widerstand

spezifischer, 257
Wien, 166

Verschiebungsgesetz, 166
Wiener, 169
Wiener-Chintschin-Theorem, 357
Winkelverteilung, 235
Wirkung, 21, 179
Wirkungsgrad, 148
Wirkungsquantum, 91, 167
Wirkungsquerschnitt, 290

differentieller, 290

Yttrium-Eisen-Granat, 245

ziih, 207
Zihigkeit, 171, 348

Zeeman, 276
Zeit, 35

Dehnung, 36
Dilatation, 36
Entwicklung, 138
Konstante, 20
Mittel, 75
Translation, 101
Umkehr, 270
Verschiebung, 5
Erzeugende, 134

Zeitableitung, 8

substantielle, 205, 344

zeitartig, 217

Zelle, 325
Zentrifugalbarriere, 27
Zerfallskonstante, 21
Zirkulation, 68

elektrische, 68
magnetische, 68

Zufallsvariable, 122, 170
Zukunft, 231
Zustand, 94

echt gemischter, 137
Einteilchen-, 123
ferromagnetischer, 324
gemischter, 94, 133, 185, 186, 300
Gibbs-, 139, 142, 301
Gleichgewichts-, 139, 186
Gleichung, 161

Grofle, 147
hochangeregter, 289
normalleitend, 257
normierbar, 94

normiert, 94
paramagnetischer, 323
reiner, 94, 133, 185, 264
supraleitend, 257
verschieden, 98
Wasserstoft-, 124

Zustandsanderung

reversible, 150, 349

Zustandsdichte, 315

spezifische, 339

Zustandsgemisch, 133
Zustandsgleichung

kalorische, 158
thermische, 158

Zustandssumme, 155, 314
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Zwangsbedingung, 11 Zweikorper-Problem, 25, 109
holonome, 13 Zweiter Hauptsatz, 138, 173, 205, 350
rheonome, 13 Zwillingsparadoxon, 39

skleronome, 13 Zwischenstadium, 92



	front-matter
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	back-matter



